Compléments MPC, semestre 1

Feuille d’exercices n° 1

Bquations différentielles du premier ordre

Exercice 1. (Equations linéaires)

(1) Résoudre sur R I'équation différentielle Y — 2y = 2e®sin(z). Déterminer la solution T
telle que f(0) = 1.

(2) Résoudre chacune des équations différentielles suivantes puis examiner si elles possedent
une ou plusieurs solutions définies sur R.

N(E-2y =y+2z-2° Na2¥y 4 (2 =32y = o°.

Exercice 2. Résoudre les équations de Bernoulli suivantes (pour les deux premiéres, men-
tionner notamment les solutions sur R tout entier) :

(1) ¥ —y = 2yP;
(2) ¥ + 2zy + zy* = 0;
(3) 2y =y +z(1+3Inz)ys.

Exercice 3. Résoudre les équations de Riccati suivantes (en mentionnant notamment les
cventuelles solutions sur R tout entier).

(1) 2% +y* + y2? 4 22 = 0. On donne une solution particuliére (a vérifier) : y,(z) = —a2.
~ (2) (1-2®)y'—42+1 = 0. (On commencera par chercher une solution particuliére constante. )

Equations différentielles linéaires du 29 ordre & coefficients constants

Exercice 4. Résoudre chacune des équations différentielles lindaires suivantes concernant
des fonctions de variable z -

S(1) Y — 4y + 5y = e*(cos(z) — sin(z)) ;
(2) v — 4y + 5y = = sin(z).

Exercice 5. Résoudre chacune des équations différentielles linéaires suivantes & I’aide de la
méthode de variation des constantes

(1) ' — 4y + 4y = £
(2) v -9y = al(l_sﬂ (Indication : primitiver C/ + Cy et Cy — C4 pour obtenir Ci et Cj.)
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Feuille d’exercices n° 2

Suites numériques

. Exercice 6.
(1) Soit (tn)nen une suite réelle ou complexe & termes non nuls. Montrer que si la suite
(Bn)nen de terme général R, = 2L converge vers une limite £ telle que |¢| < 1, alors
(Un)nen converge vers 0. (Conseil : écrire la définition de la convergence de (R, )nen avec

€= %ﬂ et en déduire que pour n assez grand, |R,| < 1+thl Z1,)

(2) En déduire la nature de la suite (u,)nen+ de terme général u, = n!/n™.

~ Exercice 7.
(1) Montrer que si une suite réelle ou complexe (tn)nen+ est convergente de limite £ € C

. i
alors la suite (v )nen+ de terme général v, = — E uy, converge aussi vers £ (« théoréme de
: n
k=1
Cesaro »). (Conseil : on pourra écrire la définition de la convergence de (up)nen+ vers £ et en
n

déduire une majoration de |v, — £| en coupant la somme E en deuz parties, pour n assez
k=i
grand.)

1< 1
(2) Que dire de la nature de la suite de terme général w, = — E k sin % ?
n
k=1

(3) La réciproque du théoréme de Cesaro est-elle vraie? (On pourra ezaminer le cas de la
sutte (Un)nenr = ((—1)")nen.)

Suites définies par une relation de récurrence d’ordre 1

. Exercice 8. Etudier la définition, le sens de variation et la nature de la suite (uy)nen
définie par up =1 et Vn € N: w1 = /1, + 1.

. A B . y . . = _ 3u +1
Exercice 9. On considére la suite (u,)nen définie par ug = 0ct Vn €N : 4, = s

(1) Montrer que ¥n € N, u, existe et est élément de [0,1]. (On ne demande pas, pour le
moment, d’expliciter u,, en fonction de n.)

(2) Etudier le sens de variation et la nature de (2n )nen-
(3) Exprimer le terme général u,, en fonction de n et retrouver les résultats précédents.

Un +2
un+1°

Exercice 10. On considére la suite (u,)nen définie par ug=1et Vn € N: upyq =
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(1) Montrer que Vn € N, u, existe et est élément de [1,2]. (On ne demande pas, pour le
moment, d’ezpliciter u, en fonction de n.)

(2) La suite est-elle monotone ?
(3) Etudier la nature de cette suite en examinant les sous-suites (Ugn)nen €t (Wan+1)nen-

(4) Exprimer le terme général u,, en fonction de n et retrouver les résultats précédents.

Exercice 11. On considére les suites (ty, )nen €t (¥ )nen définies par leurs termes initiaux g,

vp donnés tels que 0 < ug < vg et les relations de récurrence u,, 11 = /U, 0, et v, = 3‘-”—“2“—“&
(1) Montrer que Vn € N, u, et v, existent et sont éléments de R? .

(2) Montrer que Vn € N, v, > u,. (Conseil : exprimer v2 — u? en fonction de t,_, et v,_,
pourn > 1.)

(3) En déduire le sens de variation des deux suites.

(4) Montrer que Vn > 1, vp41 — U1 < %(vn — Uy ). Que conclure quant & leur nature?
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Feuille d’exercices n° 3
Limites

Exercice 12. Calculer les limites suivantes :

5 23—z —6 5 z . Vaz +1—3
———— —_— im ——
J:IAH% 2 —4 ml—l)T(}.},/1+$2ﬁ1’ T—+2 2 — 4
. . V242
lim va?—1+z; lim V2?2 -1+ lim ————
T—400 T——00 z—=4+00 /7 -} .’L’“)‘ —
Exercice 13. Calculer les limites suivantes en utilisant des comparaisons de fonctions
(équivalents, ete.) :
sin® x sin (£ —z z? + |z
S lim ———; N lim —-(-'3——) ~ lim i-l; D llm zsin(1/z)
z—0 tan (23) z—% 1 — 2ginz’ =0 .
. In(l+ 2¢ . In(1 4 z*
~ lim zsin(l/z); N lim —w (a > 0); lim il a7 (@ > 0);
T 400 r—0+ $‘2 r—r4-co :L'z
A Ay ; . 9y
lim (1+-)° (aeR); lim '/, lim (chz)¥*.
T—r+00 x 20t az—+00
Continuité

Exercice 14. On considére la fonction f : R* — R définie par

'

azx -+ b si z<0-

sinz -tanz by

)= — s z€0,—

f(@) 1 —cosz ] 4}
\ asinz—1 si > 7%

(1) Etudier la continuité de f.

(2) Pour quelle valeur du réel a la fonction f est-elle continue sur tout intervalle de R* ?
(3) Déterminer b de telle sorte que f soit prolongeable par continuité a IR.

Exercice 15. (1) Montrer que le polynéme P(2) = 25 — 3z — 1 admet au 1n0ins une racine
comprise entre —1 et 0.

(2) Montrer que tout polynéme réecl de degré impair admet au moins une racine réelle

Exercice 16. Montrer que toute fonction continue f : [0,1] — [0, 1] adniet au moins un
point fixe. (On pourra considérer la fonction x v f(z) — z.)
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Feuille d’exercices n° 4
Dérivabilité

Exercice 17. Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions f : z — |z|, g : ¢ — z]z],
h:z—x Sm( ) Lorsque la dérivée existe, dire si elle est continue en 0.

Exercice 18. (1) Définir la différentielle de f : z +» 2° — 2% + 5z — 6 en 0 puis en 1. L'une
au moins d’entre elles etalt—elle pr ev181b1e sa.ns calcul'?

(2) A Pai y

(1,004).

Exercice 19. (1) Montrer que si une fonction f dérivable sur un intervalle ouvert I s’annule
en n points de I distincts, alors [’ s’annule au moins n — 1 fois dans I,

(2) Montrer que I'équation z™ + pz + ¢ = 0 ne peut avoir plus de deux racines réelles si
n est pair et plus de trois racines réelles si n est impair.

Exercice 20. Montrer que la fonction f : [-1, +oo[ = R, z + (1 + z)/? est contractante
sur [0, +o0].

Exercice 21. Montrer que la fonction définie sur R* par f(z) = e/ = est prolongeable
par continuité & R et que son (unique) prolongement est une fonction dérivable sur R.

Exercice 22. Etudier les variations f : R — R définie par f(z) = arcsin (12, 22;) (ot arcsin
est prise a valeurs dans |—%, 7[). Tracer sa représentation graphique.

Exercice 23. Etudier les variations f : R — R définie par f(z) = (z — 1)?arcsin(z) (ol
arcsin est prise & valeurs dans |—7, [). Tracer sa représentation graphique.

Exercice 24. Calculer les dérivées d’ordre n de f : x ~ sin(z), g : ¢ — z*sin(3z),
hizw (22 +1)e*

Développements limités

Exercice 25. Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = el g g #0et f(0)=0
Justifier que f est de classe C*® sur R*. Montrer que Vn € N, f™)(z) = o(z") (z 2 0).

En déduire que f est de classe C* sur R. Ecrire le DL de f en 0 & Pordre n.

Exercice 26. Calculer le DL4(1) de arctan (ou arctan est prise & valeurs dans |—7, £{) ; le
DL4(2) de exp; le DL4(2) de In; le DLy(7/4) de cos.

Exercice 27. (1) Calculer le DL4(0) de : €® + cos(z) ; In(1 + z) + sin(z); e*In(l + z);

In(1—-z) | sinz . ,sinz . _sing
et Inf{onsm]y &7 F ; €B9% B(ts)

. a—In(14z)
(2) Calculer le DL,(0) de =3,

Exercice 28. (1) Du DL,(0) de (S‘”)l/ déduire lim,_,o ("‘”)I/m .

5
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(2) Déterminer a et b réels tels que limyyyoo(az + b — v/162% + 23 + 1) = 0.
Conseil : poser X = 1/z, g(X) = f(x) et faire le DL,(0) de g.

Exercice 29. (Etude locale d'une fonction)
Soit f : R* — R définie par f(z) = (z + 2 — %) arctanz (ol arctan est prise a valeurs
dans |7, £[). Montrer que f admet un DL, quand z ;} 0, qu’on explicitera.

En déduire qu’elle est prolongeable par continuité & R. Définir le prolongement fcorres—
pondant. Montrer que f est dérivable en 0. Donner I"équation de la tangente A au graphe
de f en son point d’abscisse 0. Quelle est localement la position du graphe par rapport & A7

Exercice 30. (Etude de branches infinies)
Etudier les branches infinies de f : R% — R définie par f(z) = 3:(—‘5-)2 etdeg: R - R

14z
définie par f(z) = m(ﬁ)m
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