MATHEMATIQUES

Probabilité Semestre 4




Table des matiéres

Travaux dirigeés|

(I  Espaces Probabilisés|

|1  Expériences aléatoires|

2 L’espace des résultats possibles|

3 Ensemble dénombrables|

6 Indépendance et conditionnement|

T Variabl Eaiol screies

11 Définition, lo1 de probabilité a une variable aléatoire)

2 Indépendance de variables aléatoires|

[3 Exemples de lois de probabilité sur des ensemble dénombrables|

4 Fonctions de répartition|

[ Vecteur aléatoires, couples de variables aléatoires|

6  Espeérance d’une variable aléatoire. Moment d’ordre supérieur;

7 Moments d’ordre supérieur variance et covariance|

|8 Covariance, variance d’une somme|

19 Inégalités probabilistes|

|LO0 Fonction génératrices|

14

14

15

16

19

22

23

26

27

29

30



Probabilités Espaces Probabilisés 2

Premiére partie
Espaces Probabilisés

1 Expériences aléatoires

En probabilité, le point de départ est ce qu’on appelle habituellement une expérience aléatoire (ou épreuve).
Une telle expérience aléatoire £ est caractérisée par :
— un espace des résultats possibles €2
— un ensemble d’événements F (partie de €2, sous ensemble de ) qui doit vérifier les propriétés d’une
tribu

— la donnée d’une probabilité sur Q (application de F — [0, 1] qui doit vérifier 2 axiomes)

3 exemples d’expériences aléatoires.
1. & : on lance un dé équilibré
2. & : on lance une piéce qui a une probabilité p > 0 de retomber sur face jusqu’a obtenir le premier face

3. &3 : un générateur de nombre aléatoire renvoie un nombre réel compris entre 0 et 1 (exemple de ALEA()

dans un tableur)

2 L’espace des résultats possibles

Définition. L’ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire est appelé ensemble des événements

élémentaires ou encore univers des possibles. On le note généralement ().
1. & : Q1 =1{1,2,3,4,5,6}, Q) est un ensemble fini, card(Qy) = #Q1 =6
2. &:Q ={(F),(P,F),(P,PF),...(P..,PF),. . JU{P.,P.)}
3. & :Q5=10,1]

Les ensembles Q5 et 23 sont tous les 2 infinis mais 5 est dénombrable alors que [0, 1] ne I’est pas.

3 Ensemble dénombrables

Historiquement il existe deux définitions de la notion d’ensemble dénombrable.

Définition 1. On dit qu’un ensemble F est dénombrable §’il est en bijection avec N (on dit aussi que F est

équipotent a N)

définition originale de Georg Cantor
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Définition 2. On dit que F est dénombrable s’il est en bijection avec une partie de N. Avec cette définition les
ensembles finis sont dénombrables. On parlera alors d’ensemble infini dénombrable pour le cas d’un ensemble
infini.

Si on retient la définition 1, les ensembles dénombrables sont toujours infinis. Pour regrouper les notions d’en-
semble fini et d’ensemble dénombrables, on parle d’ensemble au plus dénombrables, dans ce cours on utilisera

la définition 1.

Remarque. En probabilité on dit aussi parfois qu’un ensemble fini ou dénombrables est un ensemble discret
(probabilité discréte). Mais cela ne correspond pas a la "vraie" définition d’un ensemble discret. On dit qu’un

sous-ensemble D C R est discret si pour tout x € D, Je > 0 tel que |x — e,z + ¢[ND = {x}

Propriété. On peut montrer qu'un sous ensemble de R discret est fini ou dénombrable, mais la réciproque
est clairement fausse.

Soit E = {Tll,n > 1} U {0}. E est dénombrable (évident) mais E n’est pas discret au sens de la définition
précédence. En effet, on ne peut trouver e > 0 tel que | — ,e[NE = {0}. (0 est ce que 'on appelle un point

d’accumulation).

Ensemble d’ensemble dénombrables

1. N* est dénombrable.

N — N*
Démonstration. On considére f : O

ne— f(n)=n+1

2. Z est dénombrable.

Démonstration. On peut écrire Z = {0,—1,1,—2,2,...}. On consideére f : n/2 si n pair
B fn) =

n+1

si m impair
n+1

on peut aussi écrire (f(n) = (—1)"E(T)). O

3. N2 est dénombrable.
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I1(0,0) = 0,T1(1,0) = 1,T1(0, 1) = 2,TI(0, 2) = 3,TI(1,1) = 4... définit une bijection de N> — N.
On peut aussi remarquer que la fonction ¢(k,1) = 2¥(21 + 1) définit une bijection de N2 — N*

On voit bien qu’intuitivement, on peut dire qu’un ensemble E est dénombrable si on peut numéroter de fagon
exchaustive tous ses éléments autrement dit si on peut représenter les éléments de E sous la forme d’une suite

ou encore si on peut "compter" E (countable set).

Définitions. Si E est un ensemble dénombrable et si ¢ : N — E est une bijection, on dit que la suite

#(0), (1), ...,¢(n), ... est une énumeération de E.

3.1 Propriétés des ensembles dénombrables.

Théoréme I.1. Toute partie infini de N est dénombrable.
Théoréme 1.2. Un ensemble est fini ou dénombrable si et seulement si il est en bijection avec une partie de N

Théoréme 1.3. Toute partie d’'un ensemble dénombrable est au plus dénombrable est au plus dénombrable

Corollaire 1. §’il existe une injection d’un ensemble F dans un ensemble dénombrable, alors F est au plus

dénombrable.

3.2 Produit cartésien d’ensembles dénombrables.

Théoréme 1.4. Si E et F sont des ensembles dénombrables, alors E x F' est dénombrable.
Corollaire 2. Si Ey,..., E, sont des ensembles dénombrables alors FE; X ... x E,, est dénombrable.

Exemple. Q7 est dénombrable. Soit ¢ : LN (p,q) ou P est irreductible. On voit bien que ¢ est injective
q q
de Q% dans N x N. (c’est a dire si s et s’ sont deux rationnels positifs, ¢(s) = ¢(s’) = s = s". Or N x N est

dénombrable donc Q7 est dénombrable par le corollaire 3.1.

Théoréme 1.5. (Réunion) Soit (E;);c; une famille d’ensemble dénombrables. Si Vi, E; est au plus dénombrable

et si I est également dénombrable alors | J,.; E; est au plus dénombrable.
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Un exemple d’ensemble non-dénombrable. Soit £ C R, ’ensemble des nombres s’écrivant sous la forme
400 s
x:ZT(;i’ oueg; €{0,1}
i=1

Exemple z = 0,01001110... Supposons que E est dénombrable. Alors on peut trouver une bijection de N* — F.
f(1)=0,¢elel..el ...

f(2) =0,e2e3..e2...
f(n) =0,elel..en...

(énumeére tout ’ensemble E).

Soit alors z = 0,&}h...c),... avec Vi > 1,& =1 —¢! (Vn > 1,&/, = 1 —&"). Alors on voit qu’on ne peut pas avoir

x = f(n) pour n € N*. Donc F n’est pas dénombrable. Donc {0, l}N ou encore [0,1], ou bien R, ne sont pas

dénombrables.
4 Tribus
parties
Définition. Soit un espace €. On dit qu'un ensemble F de de Q est une tribu si :
sous-ensembles
1. Qe F

2. Ae F = A° € F (stabilité par passage au complémentaire)

+oo
3. Pour toute suite (A,,),>1 d’éléments de F, |J A,, € F (stabilité par réunion dénombrable).

n=1
Définitions. On appelle ensemble des parties de F I’ensemble de tous les sous-ensembles de €, y compris
et  lui-méme. On le note P(Q).

Remarque. P(Q) est une tribu sur € (c’est la plus grande), F = {0} N 2} est une tribu (c’est la plus petite).

Définition. Soit un espace 2 muni d’une tribu F (espace "probabilité"). On appelle événement tout élément

de F c’est a dire toute partie de 2 appartenant a F.

Remarque. En pratique quand 2 est au plus dénombrable, on verra qu’on peut définir une probabilité pour

toute partie de €2, et on pourra donc prendre F = P(2).

Exemples de tribus. Soit Q = {a,b, c}.
-Fl = {@,{a}7{b70},ﬂ},F2 = {Q)v{b}a{avc},g}'
Plus généralement , VA C Q,F = {0, A, A°,Q} est une tribu G = {0, {a}, {b},Q} n’est pas une tribu.

Tribu borélienne. Soit & = R et M = {] — 00, t],t € R}. La plus petite tribu contenant M est appelée tribu

borélienne sur R et on la note B(R). Les éléments de B(R) sont appelés "boréliens".



Probabilités Espaces Probabilisés 6

Propriété élémentaires. Soit F une tribu.
1. 0 € F (car 0§ = Q°)

o0
2. Soit (Ay,)n>1 une suite d’éléments de F. Alors (] A, € F (stabilité par intersection dénombrable).

n=1
o0 o0
Démonstration. [ = (|J A%)° O
n=1 n=1

3. Soit A et B dans F. Alors AN\B=ANB°e€F (car ANB*=ANB°NANAN...NN.).

5 Probabilité

Définition. Soit Q un espace muni d’une tribu d’événements F. On appelle probabilité sur (2, F) toute
application :
F — [0,1]
P:
AeF— P(A)
et vérifiant les axiomes suivants :
1. P =1
2. Soit (A;)i>1 une suite d’événements tels que A; N A; = 0,Vi # j (on parle d’évenements 2 & 2 disjoints)

alors P(|J A;) = Y. P(A;) (propriété de o — additive).
i=1 i=1
Définition. Le triplet (2, F, P) est appelée espace probabilisé.

Premiére conséquence. Probabilité sur un espace au plus dénombrable. Dans le cas Q = {w1, ...,wp, ...} on
peut définir une probabilité sur (2, P(€2)) en définissant les valeurs de P(w;), Vi.

En effet, soit A € P(Q), alors on peut toujours écrire

A= | Afw}

{i,wi EA}

Or {w;} N{w;} = Vi # j, donc d’apreés 'axiome 2

Dans le cas ou 2 est fini ou dénombrable, il est donc naturel de poser F = P(Q).

Exemples de probabilités
1. & :P(1)=1/6,...,P(6)=1/6
2. & Po(F)=p, (P, F))=(1—p) xp,Po((P,...., P,F)) = (1 —p)" ! x p, P((P,..., P,...)) =0
3. Pour D’expérience & (génération de nombres aléatoires), Q5 = [0, 1], n’est pas dénombrable. On pose
F = BR)jp,1; = {AN[0,1],A € B(R)}. On peut montrer qu'’il existe une (unique) probabilité P sur
(Q3, F3) vérifiant
V(a,b) €[0,1] x [0,1], P([a,b]) =b—a (loi uniforme)
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On voit bien dans ce cas que Yz € [0,1], P(X = z) = 0 (voir preuve plus tard) et qu’on ne peut définir
P par la donné de P(X = z),z € Q.

Remarque. X est une variable aléatoire de la loi uniforme sur [0, 1]. La densité est la fonction

l1siz € [0,1]
flz) = ]1[0,1] (z) =
0 sinon
Propriétés des probabilités
1.(a) P(0)=0
Démonstration. PUQ =Q et 0 NQ =@ donc P(Q) + P(@) = P(Q) donc P(P) =0 O

(b) P(A) =1 - P(4)

Démonstration. AU A®=Q et ANA°=( donc P(A) + P(A°) = P(Q) = P(A°) =P(Q) — P(A) =
1-P(4) O

n

2. Soit Ay, ..., A, n événements 2 & 2 disjoints. Alors P(|J 4;) = > P(A;) (car Ay U...UA, = A, U.. .U
i=1 i=1
A, UpuU...UD...)

3. P(AUB) = P(A) + P(B\ A)

=0
Démonstration. AU (B\A) = AU(BNA®) = AU(BNA®) = (AUB)N(AUA®) = AUB et
AN(B\A)=ANBNA* =0 O
4. Si A\ B, alors P(B\ A) = P(B) — P(A) (et donc P(A) < P(B))
5. P(B\ A) = P(B)— P(ANnB)
Démonstration.
B\ A=BnA°
=(BNA°)U (BN B
= BN (A°U B°)
=BN(ANDB)°
=B\ (ANB)
Or ANB C B, d’ou P(B\A):P(B\(AOB))\:/P(B)fP(AﬂB) O

6. Donc P(AUB) = P(A)+ P(B\ A)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

7. Sous additivité.

P([J An) <) P(A)
n=0 n=1
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o0 oo
Démonstration. Sion pose By = A1,Vn >2, B, = A, \ (A1UAU...UA,,1).Ona |J 4, = | By et
n=1 n=1
les événements (By,),>1 sont deux & deux distinct. D’autre part Vn, B, C A,,, donc

P(UAn):P(UBn):ZP(Bn)SZP(An)

n=1

8. Monotonie.

(a) Soit (A,)n>1 avec A,, C A,,11. Alors

Démonstration. Soit B, = A, \ (A1 U...UA,_1) et 4, = A U..UA, = By U..UDB,,Vn et
U 4, = U Bn. Donc

P 40 = P Bo)
n=1 n=1

> P(B,)

n=1

n

= 1i P(B;
nffoo; (Bi)

= lim P({JB)

n—-+oo
=1

= lim P(ByU..UB,)

n——+oo

= lim P(A4,)

n—+oo

O
(b) Soit (Ap)n>1 avec A,11 C A,. Alors
P f_'ﬁ A= lim P(A,)
Démonstration. AS, C A5 (suite croissante), P(A,) + P(A5) = 1. D’apreés 8.a.,
P(AS) — P( [j Ay 1-P(4,) - 1-P( ﬁ A,) & P(A,) — P( ﬁ Ap)
n=1 n=1 n=1
O

On peut utiliser 8.b. pour montrer que dans le cas de la probabilité sur [0, 1] donnée en exemple, on
1 1
a bien P({z}) = P([z,]) = 0,Vz €]0, 1], on peut écrire {z} = () [vr — —, 2 + —]
n=1 n n

1 1

. . 2
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Autre application. Expérience & (on lance une piéce jusqu’a obtenir face).
P((P,...,P)) = (Probabilité de ne jamais obtenir face)

Ona (P,..,.P,..) = [ A, avec A,, = (P,...,P) = on obtient pile n fois de suite. On voit que A, +; C A4,.
n>1
D’ou d’aprés 8.b.

P((P,..,P,...)) = lim P(A,)

n—-+oo

= lim (1-p)"

n——+oo

=0(p>0)

6 Indépendance et conditionnement

Intuitivement, 2 événements seront dit indépendants si la réalisation de I'un ne modifie par la probabilité de

Pautre.

Définition. On dit que deux événements A et B sont indépendants pour la probabilité P si

P(AN B) = P(A) x P(B)

Remarque. On voit que 'indépendance n’est pas une qualité intrinséque des événements, elle dépend de la

probabilité considérée.

Exemple. Soit 2 = {1,2,3,4,5,6} muni de la tribu P(Q). Soit A = {1,2} et B = {2,3} 2 événements.
Soit P; et P, deux probabilités sur (€, P(£2)) défini par

i ‘ 1 2 3 4 5 6
PG) |16 16 16 16 1/6 1/6
PGi) | 16 1/6 1/3 1/9 1/9 1/9

Etudions l'indépendance de A et B pour Py et P5. On a donc Py(A) = 1 = P(B) de plus P((ANDB) = § #

Ol

donc A et B ne sont pas indépendants pour P;.
On a donc Py(A) = § et Po(B) = 5 de plus P,(ANB) = § = P2(A)P»(B) donc A et B sont indépendants pour
Ps.

Proposition. Si A et B sont indépendants pour la probabilité P alors A et B¢, A° et B, A¢ et B¢ sont

indépendants pour P.

Démonstration. P(AN B°)+ P(ANB) = P(A) & P(ANB®) = P(A) — P(ANnB) = P(A) — P(A)P(B) =
P(A) (1 - P(B)) O
—_———

—P(B°)
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Indépendance d’une famille d’événements. Soit I un ensemble (ou une suite d’événements) d’indices
fini ou dénombrable. On dit que les événements (A;);c; sont indépendants (ou mutuellement indépendants) si

Vp > 2,Viy, ..., ip € I (avec i; # ixVj # k)

P(Ai1 n... ﬁAip) = P(A“) X ... X P(Alp)

Exemple. Trois événements A, B, C sont (mutuellement) indépendants si P(ANB) = P(A)P(B) , P(ANC) =
P(A)P(C), P(BNC)=P(B)P(C)

P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C)
Définition. On voit que les événements (A4;);cr sont 2 & 2 indépendants si Vi # j, A; et A; sont indépendants.

Exemple fondamental : épreuves répétés. Soit £ une expérience aléatoire caractérisée par 1’espace pro-
babilisée (Q, F,P).
On appelle une épreuve répétée n fois I’épreuve (I'expérience aléatoire) E™ caractérisé par l’espace probabilisé
(Qn, Fon pPem) on

— " ={(w1,...,wn),w; € Q,1<i<n}

— F®n est la plus petite tribu contenant les ensembles de la forme A; x ... x A, avec A; € F,Vi (tribu

produit).
— P®" est I'unique probabilité sur (Q7, F&™) telle que VAq, ..., A, € F

PP"(Ay x ... x A,) = P(A)) x ... x P(A,) (Probabilité produit)

Propriété. Soit A; = A1 x Qx ... x (j'obtiens un résultat donc A,, a la premiére occurrence)
Ay =0 x Ag x Q% ... xQ

A, =0x0x..xQx A,

Alors on voit que AiN..NA,=A4; x Ay x ... x A,, dou

P (A1 N...NA,) = P(A)) x ... x P(A,) = P®"(4;) x ... x P®"(A,,)

On voit donc que A, ..., A, sont indépendants pour P®™,
C’est pourquoi I'indépendance est souvent postulée dans ce cas de figure. Par exemple, si on lance un dé deux
fois de suite, les événements relatifs au premier lancer son indépendnats de ceux relatifs au second lancer. Si

A = {le premier lancer est pair} et B = {le premier lancer donne G}, on admet que P(AN B) = P(A).P(B)

Définition. Soit (2, F, P) unu espace probabilisé et A € F avec P(A) > 0. On appelle probabilité condi-

F —[0,1]
tionnelle sachant A I'application notée P4 et définie par Py : P(ANB)
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Remarque. On note aussi parfois P4(B) = P(B|A).

Remarque.

1. P4 est bien une probabilité

2. Soit (Bp)n>2 deux & deux disjoints

P(A)
N

(
. P(ANB,
2 P(A)

Proposition. Si A et B deux événements avec P(A) > 0. Alors A et B indépendants si et seulement si

Pu(B) = P(B).

Démonstration. Pa(B) = = = P(B) (Si P(B) > 0, A et B indépendants < Pp(A) =
P(4)) O

Formule des probabilités composées. Soit Ay,..., A, € F tels que P(A; N...NA,_1) > 0. Alors

1. P(ﬁ Az) = P(Al n... ﬁAn) = P(Al)P(A2|A1)P(A3|A1 ﬁAQ) X ..o X P(an|A1 n... ﬁAn_l).
i=1

n
2. Sion a une suite d’événements (A4;);>1, avec P(() A4;) > 0,Vn alors
i=1

P([") Ai) = P(A1) x P(A3|Ay) x ... x P(Ap|Ay NN Ay 1) X
=1

=[[PAilain...n 4 y)
=1

Démonstration. 1) est évident. Pour montrer 2) & partir de 1), on remarque que P((] 4;) = lim P([) 4)
1

i= n—-+oo i=1

(propriété 8.b). O

Définition. Soit I fini ou dénombrable. On dit que (A;);c; forme un systéme complet d’événements si et
seulement si les 3 conditions suivantes sont vérifiées

— Viel,LA; #£0

— Vi#j,ANA =0
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— JA=0

el
On dit que (A;);cs forme une partition de Q.

Théoréme 1.6. (formule des probabilités totales) Soit (A;);c; un systéme complet d’événements d’un espace
probabilisé (2, F, P) tel que Vi € I,P(A4;) > 0, et soit E € F un événement quelconque. Alors P(E) =

% P(E|A;)P(4;) = %:I Pa,(E)P(4;)

Démonstration.

Remarque. La formule reste vraie si on suppose que P(|J A;) = 1 (sans nécessairement avec |J A; = Q).
el icl
En effet P(E) = P(UA)NE)+P(UA) NE)or P(UA:))=1-PUA)=0=P(UA)°NE)=0

Corollaire 5.1. (formule de Bayes) Soit (A;);esr un systéme complet d’événements d’un espace probabilisé

(Q,F,P) tel que P(A;) > 0,Vi. Soit E € F avec P(E) > 0, alors Vi € I, Pp(A;) = P(4;|E) = P(ﬁzg)E) =
P(E|A;).P(Ai)

> P(E|A;)P(4;)

jel

Indépendance conditionnelle. Soit E un événement avec P(E) > 0. On dit que 2 événements A et B sont
indépendants conditionnellement & F (par la probabilité p) si A et B sont indépendants pour la probabilité

conditionnelle Pg, c’est & dire si Pg(ANB) = Pg(A).Pr(B) < P(ANB|E) = P(A|E).P(B|E)

Exemple. On dispose de deux piéces, une équilibrée et une telle que P(face) = %. On sélectionne une des
2 piéces au hasard et on la lance 2 fois. Soit F; I’événement "on obtient face au lancer " ou ¢ = 1,2. Soit P;
lévénement on a sélectionné la piéce ¢ = 1,2. Soit P; I’événement on a sélectionné la piéce ¢" ou i = 1,2. Alors
Fy et F5 sont indépendants conditionnement & Py ou Ps.

1
P(Fy N Fy|Py) = P(F1|P).P(Fy|Py) = 1

9
P(F1 N FQ‘PQ) = P(F1|P2)P(F2|P2) = Tﬁ

Est ce que Fy et Fy sont indépendants (pour la probabilité P)

P(Fy N Fy) = P(F)P(F)
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P(Fy) = P(Fy|P).P(P)) + P(F1|P)P(Py) = 1 + 31 = 3 = P(,)

P(Fl ﬂFQ) = P(F1 ﬂF2|P1) X P(Pl) + P(F1 ﬂFQng)P(PQ) = i% + i% =13 (%)2 = P(Fl) X P(FQ)

Donc F et F5 ne sont pas indépendants pour la probabilité P.

P(Fi|Py).P(Ps)

P(P|Fy) =
(P2|F) P(Fy|P,)P(Py) + P(F1|P,)P(Py)
3 1
_ 173
1 1 1
3X3+yxi
3
_ _ 4
1 3
211
9/16 x 1/2
P(Py|Fi N Fy) = /16 x 1/ ~9/13

C1/4x1/24+9/16 x 1/2
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Deuxiéme partie
Variables aléatoires discrétes

1 Définition, loi de probabilité a une variable aléatoire

Définition. On appelle variable aléatoire (réelle) sur un espace probabilité (Q, F, P) toute fonction X de Q2

dans R telle que VA € B(R) (tribu borélienne),
Xt A)={weQ/X(w)cA}={zcA}cF
Si de plus X(Q) est fini ou dénombrable, alors on dit que X est une variable aléatoire discréte.

Définition. On appelle variable aléatoire discréte (réelle) sur un espace probabilisé (2, F, P) toute fonction

X de © — R telle que X (£2) est fini ou dénombrable (Rappel : X(Q) = {z € R|Fw € Q} et Vo € X(Q)
X' =({o}) = {wlX(w) =2} = {X ==}

est un élément de la tribu F.

On note P(X = x) ou parfois Px({z}) la quantité
P(X~'({z})) = P({z € QX (w) = 2})

Plus généralement, on écrit P(X € A) = Px(A) = P(X71(A)) = P({w € O} | X (w) € A).

Définition. On appelle Px la loi de probabilité de la variable aléatoire X (ou plus simplement la loi de

X).

Théoréme I1.1. Px est une probabilité sur X () muni de la tribu P(X(Q2))

Démonstration.

— Px(X(Q) =P(X € X() =P(X"1(X(Q) =P(Q) =1
— Soit (A,)n>1 une suite de partie de X (2), 2 a 2 disjointes. On a Px( U A,) =P(X YU, An)). Or
=1

n=
n=

XU A = U XY(A) car

n=1 n=1

wEX_l([j A) e X(w) e GA”

n=1

& dn > l,X(w) S An,

s 3dn>1lwe X A4,

Swe Ej X714,

n=1
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O

Donc Px(J 4,) = P(J X '(4,)). Enfin si i # j, X ' (A4;) N X *(A;) = 0 car on ne peut avoir X (w) € A;
n=1 n=1

et X(w) € Aj car A;NA; =0.

oo —+oo +oo
Finalement Px( |J A,) = Y. P(X71(A,)) = Y. Px(4,).

n=1 n=1 n=1
Réciproque. Soit X une application d’un espace probabilisable (£2, F) a valeurs dans R telle que X (Q) est
fini ou dénombrable. Posons X (2) = {z1,..., Ty, ...} et sait d’autre part (p,),>1 une suite de nombres réels

+oo
positifs avec Y p, = 1. Alors il existe une probabilité. P sur (2, F) telle que, V.,

n=1

P(X =z,) =pn

2 Indépendance de variables aléatoires

Définition. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes. On dit que X et Y sont indépendantes si et

seulement si V(z,y) € X(Q) xY(Q),P(X =z,Y =y) = P(X =z).P(Y =y).

Propriétés.
1. Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes indépendantes alors VA € P(X(Q2)) et VB € P(Y(Q0)), P(X €
AY e B)=P(X € A)P(Y € B).

Démonstration.

P(XeAYeB) = > PX=uY=y)

r€A,yeB

= Y PX=z)PY =y)
r€A,yeB

=) P(X=a)) PY =y)
€A yeB

=P(X € A)P(Y € B)
O

2. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes et f: X(2) - Ret g: V() — R deux

applications. Alors les variables aléatoires f(X) et g(Y) sont indépendantes (et elles sont discrétes).

Démonstration. On a P(f(X) =u,g(Y)=v)=P(X € f7*({u}),Y € g7 ({v})) = P(X € f~*({u})) x
P(Y € g7'({v})) (avec la propriété 1)
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Définition. On dit que que n variable aléatoire discréte Xy, ..., X, sont (mutuellement) indépendants si et

seulement V(z1, ..., 2,) € X1(Q) x ... x X,,(Q).

P(X;=x1,..Xpn=2,) = P(X; =21) X ... x P(X,, = ,)

Définition. Soit I un ensemble fini ou dénombrable. On dit que les variables aléatoires (discrétes) (X;);cs sont
(mutuellement) indépendantes si et seulement si Vp > 2,Viy, ..., 4y, (i; # ix) Xy, ..., Xy, sont (mutuellement)

indépendants.

Définition. On dit que n variable aléatoires X1, ..., X,, sont identiquement distribuées si et seulement si
Px, = ... = Px,, c’est & dire si elles ont toutes la méme loi de probabilité. De méme, si I est fini ou dénombrable

on dit que les variables aléatoires. X;,7 € I sont identiquement distribuées Vi, j € J, Px, = Px;

3 Exemples de lois de probabilité sur des ensemble dénombrables

3.1 Loi de Poisson, convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson

Définition. On dit que la loi de Poisson variable aléatoire discréte X a valeurs dans N suit une loi de Poisson

de parameétre A > 0 si Vk € N

/\k

— — A

PX=k)=e o
On note X ~ P()\) La loi de Poisson est fréquemment (mais pas uniquement) utilisée pour modéliser un nombre
de phénoménes se produisant pendant un intervalle de temps donné. Par exemple, on considére la situation
suivante sur un intervalle de temps [0,7] Des personnes se présentent I'une aprés l'autre & un guichet. Soit
Nr la variable aléatoire représentant le nombre de personnes qui se sont présentées au guichet sur [0, 7). Plus

généralement, Vt € [0,7T], on notera N; le nombre de personnes qui se sont présentées au guichet pendant

l'intervalle de temps [0, t]. On supposera que Ng = 0 et on fera en outre les hypothéses suivantes
1. Vs1,89,t1,t0 avec 51 < s9 < t1 < ta, Ny, — Ny, et Ny, — N,, sont des variables aléatoires indépendants
(hypothése d’accroissements indépendants)
2. Vs < t, laloi de probabilité de Ny — N, ne dépend que de I’écart entre ¢t — s ("stationnarité")
3.(a) P(Ngyp — Ny =1) =M+ o(h) quand h — 0.
(b) P(Nyyn, — Ny > 1) = o(h) quand h — 0. Donc P(Nyyp, — Ny > 1) = Ah + o(h) quand h — 0.
P(Nigtp, — Ny =0) =1— Ah + o(h) quand h — 0.
Posons ici h = % (on divise I'intervalle [0, 7] en un intervalles de longueur %) Alors P(N% —Ni_nyz =2 1) =pn

avec lim £+ =A< lim np, = A\T.
n—-+00 T/n n—-+00 Pn

Dautre part P(Niz — Nj;_jyz > 1) = o(L)

lim nP(Ni —Nj_jyz > 1) =0

n—-+oo n
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Soit V1<1<n

U 1 si une personne ou plus se présente au guichet dans Uintervalle ](i — 1)%7 z%]
=

0 sinon

n
Les variables U; sont indépendantes et identiquement distribuées de loi de Bernoulli B(p,,). Donc X,, = > U;
i=1

suit une loi Binomiale B(n,p,). Montrons que P(Nr # X,,) — 0. En effet

}%NT#X%):}%{NZ—A5>1}U{ng—Nz>1}UWU{N}—AQHUZ>1})§nPUWg—Nb>1)%O

Donc

P(X, =k)=P(X, =k,Nr =X,)+P(X, =k,Nr #z,)

P(NT:]C,NT:X”) —0
lim P(X,=k)= lim P(Np=k Np=X,)
n—-+o0o n—-+oo
= Qm [P(Nr = k)~ P(Nr =k, Nr # Xy)]
n—-+oo
= P(Np =k)
) . kokiq nek o n(n=1)x .. x (n—k+1) (AT)* ek
Calculons nEr-&)iloo P(X, =k)= nll)r-&r-loo Crpi(1 — py) R i ”: (1 —pn) (car
AT
DPn ~ 7)
" 1 k1)

On voit que n(n—1) ...l>< (n — 1. De plus

n'k

(1= pa)" " = exp((n — k)ln(1 — p,))
= exp((n — k)(=pn + 0(pn))
o(pn)
Comme N /n — 0.
Oun a (n — k)o(p,) — 0 et lim(n — k)p, = Erf np, = AT. Donc finalement (1 — p,)" % — e *T. D’ou
ATk
Erf P(X, =k)= e‘AT% = P(Nr = k) (loi de Poisson de paramétre \XT — N; ~ P(A\T))

Théoréme II1.2. Soit A > 0 et (X,,),>1 une suite de variable aléatoire de la binomiale B(n, p,,), ol p, est une

)\k
suite tel que lim np, = A . Alors , Vk €N, lim P(X, =k) =e " —.
n— 0o n—-+00 k!
p<0,1
En pratique, on peut approcher la loi binomiale par la loi de Poisson dés que ¢ 5, > 30 (ou np(1—p) < 10).
A=np<16

Théoréme IL.3. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes avec aux X ~ P(\) et Y ~ P(u). Alors
X+Y ~ P+ p)

n n
Démonstration. Yn € NNP(X +Y =n) = > PX =kY =n—-k) = Y PX = kPY =n—k) =
k=0 k=0

n k n—k n n
= A K N = ef(/\‘i’/i)l n! )\klunfk = 67(/\4’#) 7()\ +|'u) (

PRTSEAY] binéme de Newt O
P i =R . kZ:jo in =) py inome de Newton)
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3.2 Loi géométrique

Considérons 'une des situations suivantes.

1. Une urne contient une proportion p de boules blanches (et une proportion 1 — p de boules noires). On

effectue des tirages avec remise jusqu’a ce qu’on obtienne une boule blanche.
2. On lance une piéce jusqu’a obtenir "face".
b Jusq
3. On lance un dé jusqu’a obtenir un "6".

On définit la variable aléatoire X & valeurs dans N* U {oo} par X le numéro du tirage et on tire la premiére

boule blanche (X = 400 si on ne tire jamais de boule blanche). Posons Vi > 1

X 1 si on tire une boule blanche au tirage ¢
Z‘ =

0 sinon

La suite (X;);>1 est une suite de variable aléatoire indépendante et identiquement distribuées de la loi de

Bernoulli B(p). On a donc P(X; =1)=p< P(X; =0)=1—p,¥i > 1. On peut écrire

P(X=n)=P(X;=0,..X, 1=0,X,=1)=P(X;=0) x ... x P(X,,_; =0).P(X, =1)=(1—p)" p

Propriété. P(X >n)=P(X;=0,..,X,=0)=(1-p)"=P(X <n)=1-(1-p™
On en déduit la valeur de P(X = +00) car

{X = +oo} = (J{X >n}

n>1

Osip>0
est donc P(X = +o0) = 2111 P(X >n)= 2111 (1—p)" =

1sip=0

On dit que X suit une loi géométrique de paramétre p et on note X ~ G(p).

Remarque. On appelle parfois loi géométrique, la loi de la variable aléatoire X égale au nombre de tirages
(ou boule noires) avant Papparition de la premiére boule blanche. Alors X est une variable aléatoire & valeurs
dans N U {+00}. On voit que X = X — 1. Donc P(X =n) = P(X =n+1) = (1 — p)".p. On note parfois
X ~ Gu(p).

3.3 Loi de Pascal (ou binomiale négative).

C’est une généralisation de la loi géométrique. Considérons une urne contenant une proportion p de boule

blanche. On effectue des tirages avec remise jusqu’a 'apparition de la r-iéme boule blanche. Soit X, le n¢ du
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tirage ou on tire une boule blanche pour la r-iéme fois. (r = 1 — loi géomeétrique). Déterminons la loi de
probabilité de X,..

X () ={r,r+1,..} U{oo}
Vn > ’I",PXT(’H/) = P(XT = n) = P(X1 + ... +Xn—1 =Tr— 1,Xn = 1)P(X1 + ... +Xn—1 =T — 1)P(Xn = 1)
X1 + +Xn—1 ~ B(Tl — 1,p)

< P(X,=n)=PBn—-1,p)=r—1)
_ C«:L-:iprfl(l _p)nfr.p

=Cp i (1-p)" "
On dit que X, suit une loi de Pascal (ou binomiale négative) de paramétre r et p.
X, ~ Pa(r,p)

1 si on tire une boule blanche au tirage
Posons U; =

0

Propriété.
1. P(X, >n)=PU1+ ..+ U, <r)=P(B(n,p) <r)
2. On pose V7 = X1, Yo = Xo — X1, ... , Y, = X, — X,_1. Alors les va (Y;)1<i<, sont indépendantes et
identiquement distribuées de la loi géométrique de paramétre p. En résumé, la loi de Pascal de paramétre

r et p sont obtenue. Comme la loi de probabilité de la somme de r variable aléatoire indépendantes et

identiquement distribuées de la loi géométrique de paramétre p.

Remarque. Une conséquence de ce résultat est qu’étant données 2 variables aléatoires X et Y indépendantes,

avec X ~ Pa(r,p) et Y ~ Pa(r’,p), alors X +Y ~ Pa(r +1',p)

Remarque. On appelle parfois la loi binomiale négative la loi de la variable aléatoire Z, égale au nombre

de boules noires tirées avant I’apparition de la r-iéme boule blanche. Ainsi Z, = X, — r et donc Vn > 0

P(Z,=n)=P(X,=n+r)=C 1 _p"(1—p)"

4 Fonctions de répartition

Définition. Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction de répartition de X et on note Fx la

fonction :
R — [0,1]
Fy =
x— Fx(x)=P(X <=z
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Propriétés.

4.1

1. Fx est croissante (au sens large)

Démonstration. 1 <z = {X <21} C{X <22} = P(X <121) < P(X < x3) O
. wEI_POOFX(x) =1.

Démonstration. On a |J {X <n} ={X € R}. D’ou si X est a valeurs dans R, ona lim P(X <n)=

n>1 n—-4oo
P(X € R) =1 (propriété 8.a). O
Remarque. Si X est a valeurs dans R = [—o0, +00] (fermeture de R = R U {00, +o0}), avec P(z =
—00) = aet P(X = 400) = . Alors |J {X <} U{X =+o00} = {X eR} = Q. D’ou lir+n P(X <
n>1 n——+oco
n)+P(X =+o00)=1= hIJIrl P(X<n)=1-p
n—-+0o0
we J{X <n}eIn>1tel que X(w)<n
n=1
oI Fx(=) =0

Démonstration. Si X & valeurs dans R, (| {X <n}=0= lim P(X < —n) = P(P) = 0 (d’apres la

n>1 n—-+00

propriété 8.b) O

Remarque. si P(X = —o0) =a. Alors (] {X < —n}={X = -} = lirf P(X<-n)=P(X =
n>1 n—-+oo

—0) =«

. Vx € R, Fx est continue & droite au point z.

1 1
Démonstration. {X <z} = {X <z+ n} donc P(X < z) = lim P(X <z+ — = Fx(z) =

n>1 n—-4o0o

1
lim Fx(x+ —)Vz € R, la fonction Fx admet une limite & gauche et lim+ Fx(x —¢) = P(X < )
n e—0

n—-+oo

1 1 1
{X<z}=U {Xgm—}:P(X<x): lim P(X <z——)= lim Fx(x— —). On dit aussi
n n

n>1 n—-+00 n n—+o00

Fx est une fonction continue a droite et limitée a gauche ("cadlag") O

Lien entre la loi de probabilité et fonction de répartition (variable aléatoire

discréte)

Etant donnée une variable discréte X avec Vz € X (1),

Px(z)=P(X =x) (loi de probabilité)

On voit que Fx(z) = P(X <z) = > P(X =1t).

t€]—oo,z]NX (Q2)

Réciproquement, Va € X (), on peut écrire

Px(z)=P(X=z)=P(X<z)-P(X <z)=Fx(z)— lim Fx(z-— %)

Tr—r+o0
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Exemple. Soit X le résultat du lancer d’un dé équilibré (loi uniforme discréte sur [1, ..., G]), Px (i) =

On voit que {Fx(z) = ¢,Vz < 1}.

4.2 Rappel : fonction en escalier

Définition (subdivision d’un segment). Soit a,b € R, avec a < b. On appelle subdivision du segment [a, b]

toute famille finie de réels o = (ap, a1, ...,a,) telle que a =ap < a1 < as < ... < ap_1 <ap, =b

Définition (fonction en escalier). Une fonction f : [a,b] — R est dite en escalier s’il existe une subdivision

o = (ag,ay,...,a,) de [a,b] telle que f soit constante sur chaque intervalle Ja;—1,a;[,1 < i < n.

Proposition.

1. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans X (2) fini. Alors sa fonction de répartition est une

fonction en escalier.

2. Si X est une variable aléatoire discréte a valeurs dans X (£2) dénombrable (infini) et si de plus il existe.
¢ : N — X(Q) (ou plus générallement ¢ : Z — X(Q)) telle que ¢(n + 1) > ¢(n) et EI—E #(n) = +0

alors la fonction de répartition Fx est une fonction en escalier (sur tout intervalle [a, b]).

1
Remarque. Si lirf ¢(n) = b € R alors ¥m, Fx, n’est pas en escalier sur [b — —, b]
n—+o00 m

Contre exemple remarquable. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendants de loi géométrique de
X

paramétre p €]0, 1] et posons Z = v Alors Vs € Q%, P(Z = 5) > 0 et de plus V0 < a < b,3s € Q*.N]a,b[. Donc

Fz ne peut étre constante sur aucun intervalle ]a, b[, et finalement F; n’est pas en escalier (sur aucun intervalle

Ja, b))

Proposition. Silafonction de répartition F'x d’une variable aléatoire X est continue alors X n’est pas discréte

Démonstration. supposons que X () est un ensemble fini ou dénombrable. Comme Fx est continue, alors
Vo e X(Q2)
PX=z)=PX<z)-PX<z2)=0

P(X =z)=Fx(z)— lim Fx(z—¢)=Fx(z)

e—0t

D’ot une contradiction (en effet si X est discréte) on doit avoir

Y PX=a)=1

TE€X(Q)
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5 Vecteur aléatoires, couples de variables aléatoires

Définition. On appelle vecteur aléatoire de dimension n sur (2, F, P) toute application X = (X1,..., X,)
de Q — R™ ou V1 < i < n, X; est une variables réelle. Dans le cas ou les variable aléatoires X; sont discrets
(Vi, X;(€) fini ou dénombrable), on parlera de vecteur aléatoire discret. Dans le cas ot n = 2, étant données
deux variables aléatoires discretes. Dans le cas ot n = 2, étant données deux variables aléatoires X et Y, on dit

que (X,Y) est un couple de variable aléatoire.

5.1 Loi de probabilité d’un vecteur aléatoire

Soit (X1, ..., X;,) un vecteur aléatoire discret. On appelle loi de probabilité du vecteur (X7, ..., X,,) la probabilité
sur X1(Q) x ... x X, () muni de la tribu P(X1(22) x ... x X,,(Q)) notée Py, . x, est définie par V(z1,...,2,) €
X1(92) x ... x X,(9)

PXl,...,Xn ($1,...,$n) = P((Xl,,Xn) = (.’L‘l, ,xn))

= P(Xl =, 7Xn = ZCn)

Ainsi, étant données deux variables aléatoires discrétes X et Y, on appelle loi du couple (X,Y") la probabilité
PX,Y définie par

Pxy(z,y)=P(X =2Y =y) Vz € X(Q),y €Y (Q)

5.2 Fonction de répartition d’un vecteur aléatoire

Définition. On appelle fonction de répartition du vecteur aléatoire (X7, ..., X,,) et on note Fx, . x, lafonction
FX1,~-~7Xn ‘R — [O, 1]

R™ — [0, 1]
(@1, @n) = Fx,, . x,(T1,...,2n) = P(X1 < 21,.... X, <)
Dans le cas d’un couple de variables aléatoires (X,Y"), on définit la fonction de répartition du couple (X,Y") par
R? — [0, 1]

FX7yZ
(‘T,y) HFX,Y(‘xay) :P(X San<y)

5.3 Lien avec ’indépendance

Théoréme I1.4. Soit X1, ..., X,, n variables réelles alors : les variables aléatoires X1, ..., X,, sont (mutuellement)

indépendants si et seulement si V(z1, ...,x,) € R", Fx, . x, (%1, ...,2n) = Fx, (1) X... X Fx, (z,,). En particulier,

deux variables aléatoires X et Y sont indépendants si et seulement si V(z,y) € R?, Fx y(z,y) = Fx(z)Fy (y).
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5.4 Lois marginales

Définition. Soit (X7, ..., X,,) un vecteur aléatoire de la Py, . x,. Alors la loi de probabilité Py, des variables

aléatoires X;,1 < i < n sont appelées "lois marginales".

Remarque. Px,(A;)) =Px,, . x,..x,(RXRx..xRxA; xR x ... xR). Siles variables aléatoires X; sont

discrets

P(X; = ;) = Px,(x;) = Z Pxy o X1 X0 X1 X (T oy Ty oy )

L1y Ti—1,Ti4150,Tn

Par exemple si (X,Y") est un couple de variable aléatoires discrétes Vo € X (Q)

VyeY(Q),Py(y) =PY =y)= >, PX=uzY=y)
z€X(Q)

6 Espérance d’une variable aléatoire. Moment d’ordre supérieur

6.1 Espérance mathématiques

Définition. Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2, F, P) avec X () = {z,,n € N},

On dit que X est d’espérance finie si
“+o00

Z |z P(X = zp) < +00

n=0

(c’est a dire la série x,, P(X = x,,) est absolument convergente et on appelle alors espérance de X le nombre
+oo
E(X)=> z,P(X =)
n=0
Remarque 1. On dit aussi parfois que X est intégrable (ie d’espérance finie)

Remarque 2. Si () est un espace fini ou dénombrable, alors X est d’espérance finie si et seulement si

D X (W)|P(w) < 400

weN

et on peut écrire

E(X) =) X(w)P(w)

weN

“+o0o

Remarque 3. Sipar exemple, Va,, € X (), z, > 0 (X a valeurs positives), alors la valeur de Y z,P(X = x,,)
n=0

est toujours bien définie (elle est réelle si X est d’espérance finie ou bien elle vaut +00). On peut généraliser la

définition de la fagon suivante.
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Définition. Soit X une variable aléatoire discréte sur (2, F, P) a valeurs dans X () = {z,,n € N}. Posons

Xt = max(X,0) (partie positive) et X~ = max(—X,0) (partie négative). On voit que X+ — X~ = X et

Xt+X =|X|.

On dire que la variable aléatoire X "admet une espérance" si et seulement si au moins une des deux contradiction

suivantes est vérifiée.
xn>0
1. E(XT)= Y 2,P(X=ux,) <+
T, €X(Q)
z,<0

2. E(X7 )= > —z,P(X =1z, <+
T €X ()

et on définit 'espérance de X par

E(X)=E(X") - E(X"™)
Remarque. Une variable aléatoire X est d’espérance finie si et seulement si

E(XT) < +ooet E(X ™) < +o0

71.2

Premier exemple. On rappelle que > = 5
n>1

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N avec P(X =0)=0et Vn > 1,P(X =n) =

ZnP(X:n):Z%:—i—oo

n>1 n>1

— - On voit que
m2n

Donc X n’est pas d’espérance finie. Par contre, on peut dire que X admet une espérance (E(X) = +00) (on

voit qu’ici E(X ) = 0).
Considérons maintenant X & valeurs dans Z avec P(X =0) =0et Vn # 0,P(X =n) =
trouve dans le cas

E(XT) = +o00

Donc X n’admet pas d’espérance.

. Alors on se

Théoréme I1.5. (théoréme de transfert) Soit Xy, ..., X k variable aléatoire discrétes. Soit f une fonction de

R* — R. Alors la variable aléatoire Z = f(X1, ..., X;,) est d’espérance finie si et seulement,
Z |f(.’1}1, >$k)|P(X1 =T, 7Xk = I‘k;) < 400

avec 1 € X1(Q), ...,z € X5(02) et on a alors

E(Z) = > f(@1, .y zk)P(X) = 21, .., Xp = x31)
11€X1(Q) ..... zkeXk(Q)

Remarque. Dansle casou k =1et X(Q) = {z,,n € N} on a donc

+oo
E(Z)=)  f(za)P(X = )

n=0
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Avantage. La définition de E(Z) est E(Z) = Y. 2,P(Z =z,)
z2n€Z(Q)

Propriétés.

1. SiY > 0 est d’espérance finie et si |X| <Y, alors X est d’espérance finie.

SiX>0et E(X)=0alors P(X=0)=1
(f) X <Y = B(X) < B(Y)
)

(g) Si X et Y sont 2 variables aléatoires indépendantes d’espérance finie, alors XY est d’espérance finie

et
E(XY)=EX)E()

Démonstration.

1. Admis
2. (a) Dans le théoréme du transfert, on pose k = 1 et f(x) = dx

(b) Dans le théoréme du transfert on pose k =2 et f(z,y) =z +y e a et b, on déduit que VA, u € R,
E(A\z + py) = AE(X) + pE(y)

(c) évident E(X)=bP(X =b)=1b

(d) évident

(e) Soit X > 0 tel que E(x) =0. Onadonc Y, a2P(X=2)=0= > a2P(X =2)=0= Va >
0,2P(X =) =0 P(X =2) =0,V > oixz(f()x —0)=1 o

) X<Y=Y-X>0=>EY-X)>0sEY)+E-X)>0s EY)-EX)>0

(g) On prend k =2 et f(x,y)ry dans le théoréme du transfert.
Remarque. La condition d’indépendance est une condition suffisante mais plus necessaire. On peut avoir
E(XY)=E(X)E(Y) et X et Y non indépendants.
Proposition. Soit X avec une variable & valeurs dans N, alors

B(X) = io P(X >n)
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Démonstration. Xn: PX>k)=PX>1)+PX>2)+PX>3)+..+P(X>n)=PX=1)+P(X =

2) 4 P(X = 3) ot P(X =)+ P(X >n+1)+ P(X =2) 4 P(X = 3)+ .+ P(X = n)+ P(X >n+1)... =

P(X =1)+2P(X =2)+3P(X = 3) + . 4 nP(X =) + nP(X > n+1) = 3 kP(X)k) + nP(X > n+1)
k=1

+oo —+o0 [e'e)
1. STE(X) < +oo Alorsona P(X >n+1)=n > PX=k< > kPX=k)etona > kPX=

k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
(o)
k) = 0car E(X)= > kP(X =k) < +oco. D’ou ’égalité en passant a la limite.
k=1
2. Si B(X) =+400. Alorsona Y. P(X >k)> > kP(X =k)don ) P(X > k)= +oo et 'égalité reste
k=1 k=1 k=1
vraie.
O

Remarque. Si X est a valeurs dans NU {400} avec P(X = 400) > 0. Alors F(X) = 400 et Vn, >
k=1

7 Moments d’ordre supérieur variance et covariance

Définition. Soit X une variable aléatoire discréte sur (2, F, P) avec X(Q) = {x,,n € N}. On dit que X

admet un moment (non centré) a ordre k si

Z 2, |FP(X = 2,,) < +00

n>0

et on appelle alors moment (non centré) d’ordre k le nombre

BE(X*) =Y "alP(X =x,)
n>0

Remarque. On sait aussi que X est de puissante k intégrable. Si £k = 2 , on parle de variable aléatoire de

carré itégrable I’espérance est le moment (non centré) d’ordre 1

Propriété. Si X admet un moment (non centré d’ordre k, alors Vi < k , X admet un moment (non centré)

d’ordre 7.

Démonstration. On peut écrire (i < k)
XT" = X<y + X xgs < Lgxgng + XM xg<y < 141X

Et donc E(|X|") <1+ E(|X|¥) d’ou le résultat. O
Corollaire. Si X admet un moment d’ordre k > 1 alors X est d’espérance finie.

Propriété Si X admet un moment d’ordre k, alors Va € R, (X + a) admet un moment d’ordre k.
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Démonstration. D’apreés la formule du binéme de Newton.
k
(X +a)lf =) CiXx'a""
i=0
d’ou le résultat avec la propriété précédente. O

Définition. Soit X une variable aléatoire admettant un moment (non centré) d’ordre k. On appelle moment

centré d’ordre k la quantité

E((X - E(X))) =) (20 — B(X))*P(X = )

n>0

Définition. On appelle variance de X le moment centré d’ordre k = 2 et on note cette quantité o2 ou Var(X)
(ou encore V(X))
ok = E[(X - B(X))’]

Définition. On appelle écart type de X la racine carrée de la variance c’est a dire 0 = /Var(X)

Propriétés de la variance.

1. Var(X) = B(X?) — E(X)?

Démonstration. Var(X) = E[(X — E(X))?] = E[X? -2 x E(X) + E(X)?] = E[X?] - 2E(X)E(X) +
B(X)? = B(X?) — E(X)? 0

2. Va,b € R,Var(aX +b) = a*Var(X)

Démonstration. Var(aX +b) = E[(aX +b— E(aX +b)?] = E[(a(X — E(X))?] = d*E[(X — E(X))?] =
a*Var(X) O

3. Var(X) =0« 3dbeRtel que P(X =b) =1

Démonstration. Var(X)=0& E[-X —E(X))}) =0 PX-EX)=0=1PX=EX)))=1

(d’apres la propriété e de 'espérance) O

Remarque. On a donc Va,b € R, o,x45 = |a|ox

8 Covariance, variance d’'une somme

Propriété. Soit X et Y deux variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2. Alors XY est despérance

finie.

Démonstration. On a (|X|—[Y])?2 > 0< X2 —2[X|[Y[+Y? >0« |X||Y| < $(X?+Y?) D’apreés les propriété
1 et 2bde 'espérance, XY est d’espérance finie. O
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Définition. Soit X et Y deux variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2. On appelle covariance de
X et Y la quantité
Cov(X,Y)=FE[(X - EX))(Y -E®Y))

Propriété. Cov(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y)
Démonstration. Cov(X,Y) =EXY -XE(Y)-YE(X)+E(X)E(YY)]=E(XY)-EX)E(Y)—-E(Y)E(X)+

E(X)E(YY) = E(XY) - E(X)E(Y) O

Définition. On dit que 2 variables aléatoires X et Y admettant un moment d’ordre 2 sont non corrélés si

Cov(X,Y)=0.

Remarque. On a que X et Y sont indépendants ce qui implique que X et Y sont non corrélées. La réciproque

est fausse.

Variance de la somme. D’une maniére générale, on peut écrire

Var(X+Y)=E[(X +Y — E(X +Y))?]
= E[(X - BE(X)) + (Y = E(Y)))?
= B[(X - E(X))? + (Y = E(Y))* +2(X — E(X))(Y — E(Y))]

=Var(X) 4+ Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y)

Proportion. Donc variable aléatoire de carré intégrable sont non corrélées si et seulement si

Var(X+Y)=Var(X)+ Var(Y)

Généralisation. Soit Xy, ..., X,, n variables aléatoires intégrables. Alors

Var(Xy + ... + Xn) = Var(X1) + ... + Var(X,) + 2 Cov(X;, X;)

i<j

Si de plus les variables aléatoires X7, ..., X;, sont 2 & 2 non corrélées, alors on a

Var(X;1+ ...+ Xp,) = Var(Xy) + ... + Var(X,)

Propriété de la covariance
— Cov(X,X) =Var(X)
— (X,Y) = Cov(X,Y) est bilinéaire symétrique positive

Démonstration. Cov(X,Y) = Cov(Y,X), Cov(X,X) = Var(X) > 0, Cov(aX +bY,Z) = E((aX +
bY)Z) — E(aX + bY)E(Z) = E(aXZ +bYZ) — aB(X)E(Z) — bE(Y)E(Z) (linéarité de Pespérance)
a(E(XZ)—-E(X)E(Z)+bEXYZ)—EXY)E(Z)) =aCov(X,Z) + bCov(Y, Z) O
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— [Cov(X,Y)| </ Var(X)y/Var(Y) < |Cov(X,Y)| < oxoy

Démonstration. Résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwartz. En effet \Va, P(a) = Cov(aX +Y,aX +Y) =
Var(aX +Y) >0« P(a) = a*Var(X)+2aCov(X,Y)+Var(Y) > 0. D’ot le delta de P(a) est inférieur
a 0 donc YC00?(X,Y) — 4Var(X)Var(Y) > 0 & Cov*(X,Y) < Var(X)Var(Y) & |Cov(X,Y)| <

Ox0Oy O

Remarque. Oun définit le coefficient de corrélation (linéaire) de 2 variables aléatoires par

Cov(X,Y) _ Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y)  oxoy

p(X, Y) =
D’aprées la propriété précédente, on a [p(X,Y)] <1 On voit que X et Y non corrélées < p(X,Y) =0

Propriété. |p|=1< Fa,be Rtel que aX +Y =b (tel que P(aX +Y =b) =1)
Démonstration. siY =b—aX, oy = |alox

Cov(X,Y)=Cov(X,b—aX)=Cov(X,b) —aVar(X) = —aVar(X)

_ laVar(X)

=1
oxlalox

ol

Réciproquement si |p| = 1 alors le delta de P(a) est nul, et donc il existe une racine de P(a) < Jatel que(aX +

Y)=0caX+Y =b 0

9 Inégalités probabilistes

9.1 Loi des grands nombres

Inégalité de Markov. Soit X une variable aléatoire d’espérance finie, alors VA > 0

E(X1)
A

P(X|>) <

Inégalité de Bunayme-Tchebytcheff. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable, alors Ve > 0,

P(X ~ B(X)| 2 < V)
SPIX-EBEX)<e)>1— V“;(X)
Var(X)

S PEX)—e<X<EX)+e)>1-

€2

Démonstration. Découle de l'inégalité de Markov. Posons A = ¢ et Y = (X — E(X))? Markov implique

P(lY] > \) < w = P((X — E(X))2 > ) < V%Z(X) = P(IX — B(X)| > ¢) < V“ZZ(X). .
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Exemple. Soit X une variable aléatoire tel que E(X) = 100 et Var(X) = 16. Posons € = 8, alors

1,6

PO2<X <1 >1-
(92 < X < 108) > o1

On déduit de l'inégalité de Bunayme-Tchebytcheff une version simplifiée de la loi faible des grands nombres.

Théoréme I1.6. Soit (X,,),>1 une suite de variable aléatoire i.i.d. avec E(X,,) = p et Var(X,) = 0. Posons

n — S 12 —
Vn>1,5,=> Xpet X, = — =— > X, X, s'appelle la moyenne d’échantillon.
k=1 n N =1

Alors Ve > 0, liIJrrl P(|X,, — p| > €) =0 (on dit que X,, converge e probabilité vers ).
n—-+0oo

Démonstration. D’apres 'inégalité de B.T

— — Var(X
P(X — B(X,)| > o) < VorXn)
€
BEX,) =13 B(X)
n:— = —N =
n =1 k TLM M
Var(X,) = S var($2 X = 4§ var(x) = Lnot= 7 0
ar(Xn) = — ark:1 k e ar(Xy) = —no” = —

10 Fonction génératrices

Définition. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et posons Vn > 0,p, = P(X = n). On appelle
fonction génératrice de X (ou fonction génératrice des probabilités ou ou encore fonction génératrice des
moments) la fonction

C—C

Gx . 400
2 Gx(2) = 30 pn2"
n=0
Remarque.
— Gx(z) = E(z%X) (théoréme du transfert)
+oo
— Comme bien sur ) p, = 1, on en déduit que le rayon de convergence de la série entiére Y p,z" est
n=0
supérieur a 1.

Théoréme IL.7. Soit X et Y deux variables aléatoires telles que Vz € R, Gx(z) = Gy (2). Alors Vn € N, P(X =
n) = P(Y =n) (X et Y ont méme loi)

Démonstration. Puisque le rayon de convergence de Gx et Gy, est supérieur a 1, Vr €]0, 1], on peut dériver G x

(et Gy) indéfiniment sur | — r, r[, en particulier Gx et Gy sont indéfiniment dérivables en O. Or Vz €] — r, r|

—+o0
G
G () =nlpn+ > k(k—1) x o x (k—n+Dppz ™" = GP(0) = nlp, & p = %

n!
k=n+1
) A aroy ., . )
On a montré de méme que ¢, = P(Y =n) = — d’ou si Gx = Gy on a forcément p, = q,Vn O]
n!

Théoréme I1.8. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N de fonction génératrice Gx. Alors X admet

un moment d’ordre m si et seulement si la dérivée & gauche d’ordre m au point z = 1 de la fonction Gx existe
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et est finie. Dans ce cas, on a de plus
400
BI(X(X = 1) x o x (X —m+1)] =G{(1) = Y k(k—1) x . x (k—m+ L)py,
k=m

En particulier

E(X) =G (1)
E(X?)=E(X(X —1))+ B(X)
=Gx (1) +Gx(1)
Var(X) = G% (1) + G (1) — (G (1))?

Démonstration. Dans le cas ou le rayon de convergence de la série entiére > p,z™ est R > 1, le résultat
est évident car la fonction Gx est indéfiniment dérivable au point 1. Si R = 1 la démonstration est plus

technique. 0

Fonction génératrice d’une somme de variable aléatoire indépendantes. Soit X et Y deux variables
aléatoires indépendantes (& valeurs dans N) de fonction génératrice Gx et Gy . Calculons la fonction génératrice
de X +Y

+oo

Gxyy(2) = ZP(X+Y =n)z"

n=0

+oo n

:ZZP(X:k,an—k)z"
n=0 k=0

400 n

=> Y P(X=k)PY =n—k)2"
n=0 k=0

4o n

- Z ZP(X =k)ZFP(Y =n—k)z"F

T .
= (D _P(X =n)z") x (> _ P =n)z")

=Gx(2).Gy(2)

Autre démonstration. On a vu que Gx(z) = E(z%) et Gy(2) = E(zY). Donc Gxyy(z) = E(zXTY) =
E(zX2Y) = E(zX)E(2Y) (car 2% et 2¥ sont indépendants). On peut généraliser le résultat a n variable aléatoire

indépendantes.

Théoréme I1.9. Soit X, ..., X,, n variables aléatoires & valeurs dans N (mutuellement) indépendants. Alors
n
GX1+...+X,,L = GX1 X ... X GX,,L = HGXL
i=1

Exemples de fonctions génératrices.
Loi de Bernoulli. X ~ B(p),Gx(z) = P(X = 0)2° + P(X = 1)z! =1 —p+ pz de plus Gy (2) = p et
G%(2) =0donc BE(X)=pet Var(X)=0+p—p*>=p(l —p)
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Loi binomiale. X ~ B(n,p), Gx(2) = 3 Cpp*(1 —p)"~F2F = 35 Cp(p2)* (1 —p)" " = (pz+1 - p)"
k=0 k=0
(Binome de Newton)

) “+o0 “+o0
Loi géométrique (sur N*). X ~G(p), Gx(2) = > P(X =n)z"= >. p(l —p)" L -2z =pz > ((1 -
n=1 n=1 n=1
1 pz
n—1 _ —
»)?) _pzl—(l—p)z_l—(l—p)z
G ):p(l—(l—p)3)+pZ(1—p): p
. ((1 - ()1 —p)2)? 1—(1-p)z)?
2(1—p
1 _
Dk
20—-p) 1 1 1-p
EX)=Gv(1)=1/pet Var(X) = +-—- == .
( ) X( ) /p ( ) p2 P pg p2
. _ pz r
Loi de Pascal. X ~ Pa(r,p),Gx(z) = (1 —a —p)z)
“+oo n +oo n +o00 n
Loi de Poisson. X ~ P(A), Gx(z) = Y e*)‘)\—z” = S e (42) = ¢ (A2) = e M =
n=0 TL' n=0 77,' n=0 TL'
67)\(271).

Gy (2) = A7) = G (1) = A
G% = AN2eAED = Var(X) = A2+ A - A2 =)\

FIN.
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