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Analyse Séries numériques 2

Premiére partie
Séries numériques

1 Généralités
1.1 Rappels sur les suites numériques

Une suite numérique est une fonction v : N — K. On la note u = (u,)nen- On note KN I'ensemble des suites &

valeurs dans K.

Définition. Soit u = (u,) € K" et | € K. On dit que (u,) converge vers [ quand n tend vers +oo si et

seulement si Ve > 0,IN € N,Vn > N, |u, — | < e.

. 1 .
Exemple. Soit u, = Ml Alors nll)rfoo Uy = 0. 1
Soit € > 0, soit N € N tel que N > (1 —1). Soit n > N, alors |u,| = 1 < €. Le choix de N se fait grace
n
5 1 11
alup| <ee o T 1 <ee N< §(2—1).

Définition. Soit (u,) une suite numérique. On dit que (u,) vérifie le critére de Cauchy si Ve > 0,IN €
N,Vn,m > N, |u, — upm| < €.
Exemple. Montrer que toute suite convergente vérifie le critére de Cauchy.

Théoréme I.1. Soit (up)pen une suite numérique vérifiant le critére de Cauchy. Alors (up)nen admet une

limite finie.

Preuve. Admise.

Théoréme I.2. (Conséquence de la propriété de la borne supérieure dans R) Soit (u,) une suite & valeurs
réelles. On suppose que (uy,) est croissante et majorée (respectivement décroissante et minorée) alors (uy,)

admet une limite finie.

1.2 Définitions et premiéres propriétés des séries.

Définition. Soit (uy,)nen une suite numérique. On définit la suite des sommes ponctuelles des w,, par :

n
Sn = E Uk
k=0

On appelle série numérique de terme général (u,) la suite des sommes partielles (Sp,)nen. On notera > wuy,
neN
cette série numérique.
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Définition. On dit que la série numérique » w, converge si et seulement si la suite des sommes partielles
neN

+oo
(Sy) converge. Dans ce cas on note Y u, sa limite.
n=0

Exemple. Soit z € R. Soit u,, = z". Alors la série > w, converge si et seulement si |z| < 1.
neN

n
Démonstration. Ona S, = Y zF.
k=0

_ ot 1 1

11—z 1-2z 1-2z
S~ =
€K €K

— Siz#1,alors S, = x 2" Or la suite (2"*1),en converge si et seulement si

z €] —1,1].
— Siz=1,8,=n+1— +cc.

Définition. Soit ) wu une série convergente : Alors pour tout n € N la série Y. wug est convergente. On

keN k—n+1
[e’s) —+oo
note R, = > ug. (Rn)nen s’appelle la suite des restes et on a S,, + R, = > .
k=n+1 k=0

Proposition. Soit Y wu, une série convergente. Alors lim R, =0.
neN n—+o0o

0 +o0 +o0
Preuve. Ona S, + R, = > ug. Or lim S, = Y ug. Par suite lim R, = > ux— lim S, =0.
k=0 n—00 k=0 n—-+o0o k=0 n—-+4o0o

Propriété. Soient Y u, et Y. v, deux séries numeériques et soient A\, u € K. Alors la série > (Au, + poy)

neN neN neN
—+oo —+oo —+o0
converge et Y (Aup + pvy) =AY Up + 4 D Up.
n=0 n=0 n=0

n

n n
Démonstration. > (Aug 4+ pvr) = A D up + 1 > vg et faire n — oo.
k=0

k=0 k=0
Proposition. Soit (u,) une suite numérique. On suppose que la série > u, converge. Alors lim = 0.
neN n—-+oo
n n—1
Démonstration. Ona S, — S,_1 = >, up — Y ux = u,. Comme la série est convergente alors S,, a une

k=0 k=0
limite finie [. Donc u,, = S,, — Sp,_1 > 1 —1=0.

Remarque. La réciproque est fausse, il existe des suites (u,,) qui convergent vers 0 tel que Y u,, ne converge

=1
pas comme u, = ;.

Exercice. Soit (u,) une suite d’éléments de K, montrer que (u,) converge est équivalent a la série > (up41—

neN
uy) converge.
n
Yn € N,Sp, = > (up1 —ug) = —up + Uy —ug + Ug + oo + Uy — Uy + Upp1 = upn + 1 —ug Or Sy, = upi1 — uo
[
donc (S,,) converge si et seulement si (u,4+1) converge et on a lim S, = lim wup,41 —ug=10—up =10 €k

n—-+oo n—-+oo

Or u, converge donc lim wu, =1¢€ K.
n—-+oo
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Définition. Soit (u,) € K. On dit que la série > wu,, converge absolument si la série Y |u,| converge.
neN neN

Théoréme 1.3. Toute série absolument convergente est convergente.
n
Démonstration. Soit (u,) une suite. On suppose la série Y |u,| converge. Soit S;F = >° |uy|. La suite (S;)
k=0
est convergente. Par conséquent elle vérifie le critére de Cauchy : Ve > 0,IN € N,Vn > m > N, |S;F — S| < e.
Par suite
n
Ve>0,IN eNVn>m>N Y |ux| <e (1)

k=m+1

Montrer que la série Y u, converge, c’est a dire que la suite S, =

n
uy, converge. Montrons que (Sy,) est de

k=0
Cauchy, c’est a dire Ve > 0,3IN e N,Vn >m > N,|S, — S| <e< Ve >0,AIN e NNVn>m > N,| > wul <
k=m+1
€.
Soit € > 0. Soit N donné par (1). soient n > m > N alors | > wug| < > |ug| <e.
k=m+1 k=m+1

Remarque. La réciproque du théoréme est fausse, il existe des suites convergentes qui ne sont pas absolument

—1)" .
convergentes. Par exemple Y ! converge mais ne converge pas en valeur absolu.
neN n

2 Séries a termes positifs.

Théoréme I.4. Soit (u,) € KN tel que u,, > 0¥n. Alors la série Y u, converge si et seulement si la suite des
neN
sommes partielles (.5,,) est majorée.

Démonstration. On remarque S,+1 — S, = un+1 > 0. Donc la suite (S,,) est croissante. Par conséquent elle

converge si et seulement si elle est majorée.

2.1 Théorémes de comparaisons généraux.

Théoréme 1.5. Soient (u,) et (v,) deux suites de scalaires telles que Vn € N, 0 < u,, < v,,. Alors

“+o0 +o0
1. Sila série > v, converge alors la série Y u, converge et > u, < > vp.
neN neN n=0 n=0

2. Sila série Y uy, diverge alors la série > v, diverge.
neN

n ~ n ~
Démonstration. Soit S, = > ug et S, = > vg. Alors S, < 5, Vn € N
k=0 k=0

1. Supposons 3w, converge. Alors S,, est majorée. Donc (S,,) est majorée. Donc (S,,) converge d’aprés le
théoréme précédent. Donc la série > u,, converge. (Supposons u, > 0 et > u, ne converge pas). Alors

la suite des sommes partielles (.5,,) tend vers +oc.

2. > uy diverge = S,, — 4o00. Comme S, > S, alors S, — +00 = > v diverge.
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Soient (uy) et (vy,) deux suite numériques. On suppose qu'’il existe ng € N tel que ¥n > ng, 0 <

Corollaire 1.

Uy < vy Alors :

1. > v, converge = > u, converge
neN

neN
2. > uy, diverge = ) diverge
neN
Soient (uy,) et (vy,) deux suites strictement positives & partir d’un certain rang. On dit que (u,) et

neN
— = 1. On note u,, ~ v,

Rappel.
(vy,) sont équivalentes si et seulement si  lim
n—+00 Uy,

De plus,
— si Y uy, converge alors les restes des séries sont équivalentes
oo +oo
~n—oo ( § Uk:)

(Z uk)n
k=n k=n

— si Y u, diverge alors
n
Q) ~
k=0 k=0
Un

n—o0 Uy,

Démonstration. Supposons qu’on est dans le cas convergeant u,, ~ v, = lim — =1
(1 + €)vy,. Soit n > ng alors

Soit € > 0 il existe ng € N,Vn > ng(1 — €)v, < uy

N N
(1—6)ka > Zuk > (1+E)ka
k=n k=n k=n

Comme les séries > u,, et Y v, converge, on peut faire N — +o0. Il vient donc

(1—¢) ka>2uk> (1+e¢) ka

k=n

Cas divergeant : On a ng tel que VYn > ng, (1 — €)u, < up > Uy > v, (1 + €)
n no
Z ZUk Y w
k=no+1

no n n no n
up (=€) Y v =D up> Y upt(l+e) D w
k=no+1 k=0 k=0 k=no+1
n n no n
(I—€) > vp <> up <> (uk —vk) + (14 ¢€) > vg. On conclut par
k=0

k=0
ng

k=0
no
> (up —vi) + <
k=0 k=0 k=0
n
Zuk—vk > u > (ug — o)
<E0 <44
> Uk
k=0
O

(1 - ) n
> Uk > Uk
k=0

k=0
Donc > v, diverge puis le terme de droite et de gauche tendent vers 0

Soient (uy,) et (vy,) deux suites strictement positives & partir d’un certain rang et tel que u,, ~ vy,

Corollaire 2. i
quand n — +oo. alors les séries Y u, et Y v, sont de méme nature. (ie Y u, converge < > v, converge)
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. o v
Démonstration. Comme u,, ~ v, alors il existe N € N tel que Vn > N, ?” <u, <2, &

N

e—13NeNVnZN,|U—"—1|<%Vn2]\7,f%<u—"71<%. O
(Y v

=3
n n
2.2 Séries vs intégrales.

Dans cette section on utilise des résultats sur les intégrales impropres pour étudier la convergence des séries

positives. Pour toute fonction continue sur R, et pour tout réel a € R, on note :
N
z(fia) = [ f(w)is
a

Définition. Soit f : [a, +oo[— R une fonction continue. Supposons que la suite (Zy(f,a))neny admet une
limite quand N — +oo. Alors on note f;roo f(z)dz cette limite et on dit que lintégrale impropre [ ° f(z)dx

est convergente.

1
Exemple. L’intégrale impropre floo —dz converge si et seulement si o > 1.
x

Théoréme 1.6. Soit f: RT — RT une fonction continue positive décroissante et soit (u,) 1 suite définie par

“+o0
u, = f(n). Alors la série Y u, et intégrale impropre [ f(t)dt sont de méme nature.
neN 0

Démonstration. Comme [ est décroissante, on a pour tout n € N et pour tout ¢t € [n,n + 1], f(n) > f(t) >

f(n+1). Par suite,
n+1 nt1

/:Hf(n)dmz /f(t)dtz/ fln+ 1)dz

n

D’ou

N N N+1 N
D fm =) / fl@)yde > fn+1
n=0 n=0 7 n=0

N
On note Sy = > f(n). Il vient
=0 N+1
Swz [ f@)ds = S - £(0)
0

c’est a dire

SN > ZIn(f;0) > Sni1— f(0)

Rappelons que comme f est positive alors (Sy)nen est croissante. De plus Zy+1(f) —Zn(f) = fji,vﬂ flx)dx >0
car f > 0. Donc (Zy)nen est croissante.

Supposons d’abord que (Zy(f)) converge. Alors cette suite est majorée par M > 0. Donc (Sy41) est majorée
par M + f(0) comme elle est croissante elle est convergente.

Supposons que (Sy) converge. Alors elle est majorée par M > 0. Donc Zn (f) < M Comme est croissante alors

elle converge. O
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Remarque. Supposons que la série et 'intégrale converge. Faisons N — +o0o dans

N+1

Sy > / f(x)dz > Sx i1 — £(0)

0
il vient
+oo oo +oo
> sz [ fade= Y s
n=0 0 n=1

Théoréme 1.7. (Série de rieman) Soit o € R. La série ) — converge si et seulement si v > 1
neN T

Démonstration. Considérons la suite (Zy(o))n définie par

N

In(a) = / o

1

Un calcule immédiat montre que

In(N)sia=1
IN(Oé) = 1

(N'=® —1) sinon
l-«

On en déduit que la suite (Zy(«))n converge si et seulement a¢ > 1. En appliquant le théoréme précédent on

obtient le résultat annoncé. O

Exemple : Série de Bertrand. Soit S € R. La série Y

5 converge si et seulement si § > 1.
ns2 nin(n)

Proposition. Soit u € K" une série numérique. On suppose qu’il existe o > 1 tel que la suite (n%u,) est

bornée. Alors la série > wu, converge absolument.
neN

Démonstration. Puisque (n“u,) est bornée, il existe C' > 0 tel que :

C
Vn € est N, Ju,| < —
nOé

C
Or,la série > povry converge d’aprés le théoréme précédent et en appliquant le théoréme I-4, on en déduit que la

série Y |u,| converge. O

Corollaire. Supposons que n®u, admet une limite quand n — +o0c0 et « > 1. Alors > |u,| converge.
neN

2.3 Critéres de Cauchy et d’Alembert.

Rappelons tout d’abord que les que la série géométrique > r™ converge si |r| < 1 et diverge sinon. Les critéres
neN
de Cauchy et de d’Alembert permettent de comparer une série & termes positifs avec les séries géométriques.
U
Pour comparer u,, avec r" le critére de Cauchy porte sur {/u,, le critére d’Alembert sur —ntl
Un,
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Théoréme I.8. (Critére de Cauchy.) Soit (u,) une suite de réels strictement positifs. On suppose

lm (up)" =1€RT
n—-+oo
Alors
— Sil < 1lasérie > uy converge.
neN

— Sil>1lasérie > u, diverge.
neN

Démonstration. Supposons que [ < 1. Il existe € > 0 tel que [ + ¢ < 1. Comme lirf (un)% = [, il existe
n—-—+0oo

N € N tel que
VnzN,(un)% <l+e€

qui devient en devient en élevant & la puissance n :
Vn > Nyu, < (I +¢e)"

Or 0 <l4e€< 1, donc lasérie Y (I + €)™ converge. En appliquant le corollaire I-1, on obtient la convergence
neN
de la série Y uy,.
neN

1
Supposons maintenant que [ > 1. Il existe ¢ > 0 tel que [ — ¢ > 1. Comme lim (un)ﬁ =1, il existe N € N tel

n—-+o0o

que

1
Vn > N, (u)n >1—e

qui devient en élevant & la puissance n :

VYn > Nyu, > (I—¢e)”

O
Remarque. Dans le cas, [ = 1, on ne peut pas conclure, il faut étudier la suite plus attentivement.
Théoréme 1.9. (Critére de d’Alembert.) Soit (u,,) une suite de réels strictement positifs. On suppose
U
lim —t =] eR*
n—+00 Uy
Alors
— Sil < 1lasérie Y u, converge.
neN
— Sil>1lasérie > u, diverge.
neN
Remarque. Dans le cas, [ = 1, on ne peut pas conclure, il faut étudier la suite plus attentivement.
Démonstration. Supposons que [ < 1. Il existe € > 0 tel que 0 <!+ ¢ <1 Comme lim ntl [, il existe

n—-+oo U,
ng € N tel que

un+1

Vn > ng, <l+e

n
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Par récurrence immeédiate, on en déduit que
Y > ng,0 < up < (L4 €)™ "Pup,

Or 0 <l+4e€< 1, donclasérie > (I4¢€)™ ™ converge. En appliquant le corollaire II-3, on obtient la convergence
neN
de la série ) Un.

Supposons maintenant que [ > 1. Il existe ¢ > 0 tel que [ — ¢ > 1. Comme lim ntl
n—oo ’I_l,n

=1, il existe ng € N tel

que

Un+1
Vn > ny, nt

>l—c¢

n
Par une récurrence immédiate, on en déduit que

Y > ng, up > (1 — €)™ "up,

Or ! —e>1 donc lasérie Y (I —e)™ diverge . O
neN

3 Séries quelconques

3.1 Séries alternées.

On appelle série alternée toute série dont le terme général (u,,) est de la forme w,, = (—1)"v,, avec v, > 0.

Théoréme 1.10. Soit . (—1)"v, une série alternée. On suppose que la suite (v,) est décroissante et positive
neN
de plus elle tend vers 0 quand n — co. Alors la série > (—1)"v,, est convergente.
neN

Démonstration. Soit (S,) la suite des sommes partielles. On considére les deux suites extraites (Sz,) et
(52n+1). On va montrer que ces deux suites sont adjacentes.
Comme v,, > 0 pour tout n, alors :

SQn+1 - S2n = —Un S 0

et par conséquent So,, > Sa,1 pour tout n. De plus comme v,, — 0, alors Ss,,+1 — Sa, — 0 quand n — oco. Par

ailleurs, pour tout n € N, on a

SZ(nJrl) - SQn = —Un < 0

et par conséquent So,, > So,41 pour tout n. De plus comme v,, — 0, alors Ss,+1 — S, — 0 quand n — oco. Par

ailleurs, pour tout n € N, on a

So(nt1) — S2n = Vant2 — Vant1 <0

car (v, ) est décroissante. Ceci prouve que (Sa,,) est décroissante. De méme, on montre que (Sa,+1) est croissante.
On déduit de ce qui précede que les suites (Sa,) et (So,+1) sont adjacentes. Par suite, elles convergent vers une

limite {. On en déduit que la suite (S,,) converge vers [, ce qui prouve le résultat. O

Remarque. S, =vg—v1 +v3 —vg+ ... + Vap_2 — Va1 + Vay,. Donc S, > 0 et Sy, 1. Par conséquent [ > 0,

c’est & dire que la somme d’une série alternée est, positive.
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—1)"
Exemple. Soit a €]0,1], alors la série > =

CEE converge. En effet on peut appliquer le théoréme avec
n>0 \1

= (="
i est bi itive, décroi teet i —F— =0d ——— > 0. t
qui est bien positive, décroissante et lim CESIG onc Zo RS Que peut on

Up =

(n+ e
1 n
dire sur Z ((_’_)1) Elle est convergente et donc négative.

Remarque. > (—1)"v, avec (v,) qui vérifie le critére des séries alternées a le signe de (—1)"°.
n>ngo
Exercice. (Théoréme d’Abel.) Soient (a,), (b,) deux suites. On suppose que
— an—>0quandn—>oo
— la suite (Z bp)n est bornée.
— la série Z (anH ay) est absolument convergente.
neN

Montrer que la série > ab, converge.
neN

3.2 Produit de Cauchy des séries.

Dans cette section on considére des séries & valeur dans K.

Définition. Soient »_ a, et Y. b, deux séries. On appelle produit de Cauchy de ces deux séries, la série
neN neN

> ¢, avec terme général

neN

n n
Cn = E agbn_1 = § bran_g
k=0 k=0

Lemme. Soient Y a, et Y. b, deux séries positives convergentes. Alors leur produit de Cauchy > ¢, est
neN neN neN
une série positive convergente et on a :

o0 o0 o]
den = an)(}_ bn)
n=0 n=0 n=0

Démonstration. Soient

E:aK7 E:BK, EZCk

D’aprés la définition des ¢k, on a :

n

k n
Zalbkfl < Z Z apbg = Z apby

k=0 1=0 k=0 p+q=Fk (p,9),p+q<n

n

< (X ap)(Q_by) = AuBn
p=0 q=0

Par ailleurs, comme on a l'inclusion

{(p.g) eN*,0<p,g<n} C{(p,q) EN*p+q<2n}
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on a aussi

AYBy = (Z ap)(z by) = Z apbg < Z apby = Cap

p=0 q=0 0<p,q<n 0<p+q<2n
On a montré que :

o0 [&.°]

Par définition, les suites (A4,) et (B,) convergent respectivement vers A = > a, et N = Y b,. Comme la
n=0 n=0

suite C}, est croissante, on déduit de I'inégalité de gauche qu’elle converge vers une limite C' < AB. Par suite

(Cay,) converge aussi et 'inégalité de droite montre que AB < C. On en déduit C = AB. O

Théoréme I1.11. Soient . a, et > b, deux séries absolument convergentes. Alors leur produit de Cauchy

neN neN
> ¢y, est une série absolument convergente et on a
neN
o0 oo oo
§ Cn:(E an)(} bn)
n=0 n=0 n=0

Démonstration. Soient

3
3

’
Cp = apbn_r et ¢, = E \akbn_k|
k=0 k=0

Par définition, ¢, est le produit de Cauchy des séries > ay, et > b, et ¢, est le produit de Cauchy des séries

2 lan] et 32 [bn].

D’aprés le lemme précédent, la série > ¢, converge. Comme on a par ailleurs |¢,,| < ¢, pour tout n € N, on en
neN

déduit que la série converge absolument.

Il reste & montrer que la suite A, B,, — C,, converge vers 0. En reprenant les calculs précédents, on voit que

IAan - Cn| = | Z apbq| S Z |apbq|

n<p+q<2n n<p+q<2n

2n 2n

k 0o
< Z Z\azbk—ﬂﬁ Z ¢, < Z ch

k=n+11=0 k=n-+1 k=n-+1

Or Y ¢, converge, donc le membre de droite tend vers 0. O

Théoréme 1.12. Soient Y a, et > b, deux séries absolument convergentes. Alors leurs produit de Cauchy est

absolument convergente et on a :

o0 o0 oo
D en=0_an)(}_bn)
n=0 n=0 n=0
ZTL [e'e) zTL
Application. Soit z € C, la série > — est absolument convergente. On note e* = exp(z) = Y, —-Ona
neN T n=0 T

Vx,y € C,e%eY = e* 1V,

Démonstration. Y @ converge par critére de d’Alembert
n!
>~ 1 >~ 1 k © n 1 nl oo nogh gk o gk oo
eery: (x4t n _ . nmknfk: 7 xknfk: il — -
nX::O n!( 2 nzz:o n! kX::o( )"y nZ::O(kX::O n! k!(ny)! Y ) nX::O kZ::O k! (n —k)! (kX::O k! )(kZ::O
O
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Deuxiéme partie

Espaces vectoriels normés

1 Normes

1.1 Généralités

Définition.

1. N(z)

Soit N : E — R une application. On dit que IV est une norme si :

>0,VzreFEet (N(xz)=0=2z=0)

2. Vo € E,VA € K, N(Azx) = |\|N(z)

3. Vo,y € E,N(x +y) < N(z) + N(y) c’est I'inégalité triangulaire.

Exemples.

1. La fonction z +— |z| est une norme sur K.

d
2. Sur K%, ||z]|1 := 3 |x;| est une norme.
j=1
d
3. Sur K, ||z|]2 := {/ Y |z;|2 est une norme. On l'appelle norme Euclidienne.
j=1
4. Sur K9, ||z||oo = maz;—1, . 4|z;| est une norme.
Exercice. Soient [a,b] un intervalle fermé borné de R et soit E = C([a, b], K).

Montrer que

Définition.

équivalentes

les applications ci-dessous définissent bien une norme sur F.
b
171l = [ 17@)da. 1]l = supio 1
a

Soit E' un espace vectoriel et soient N7, Ny deux normes sur E. On dit que N; et Ny sont

¢l existe des constantes C,C’ > 0 telles que

CNQ(LE) S Nl(fE) S C/N2($)

pour tout x € E.

Remarque.

La relation d’équivalence entre norme est une relation d’équivalence.

Démonstration. On a bien N équivalente & N (prendre C' = C’ = 1). Supposons N; équivalence & Nj, alors

Par suite

CNy < N; < C'Ny

1 1
5N1 <N < aNl
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ce qui prouve la symétrie de la relation. Enfin si N; est équivalente & Ny et Ny équivalente a Ny alors

CN; < Ny < C'Ny

et
DN;3 < Ny < D'Nj
Par suite
CDN3; < N; < C'D'N3
donc N7 et N3 sont équivalentes. O
Proposition. Les normes ||.||1, ||||2 et ||.||co sSOnt équivalentes sur K<.

Démonstration. On a clairement

ll2]loo < llall2 < V]l

donc les normes ||| et ||.||1 sont équivalentes. De méme, on a
llelloo < [lz]l2 < Vdlle]|oo

ce qui montre que ||.]|« €t ||.||2 sont équivalentes. L’équivalence entre ||.||1 et ||.||2 est alors une conséquence de

la remarque précédente. O

Définition. Soit F un ensemble et d : £ X ' — R, une application. On dit que d est une distance sur F sil

es propriétés suivantes sont vérifiées :
1. pour tout z,y € E,d(z,y) = d(y,x) (symétrie)
2. pour tout z,y € E,d(z,y) =0—>xz =y

3. pour tout z,y,z € E,d(z,y) < d(z,z) + d(y, z) (inégalité triangulaire)

Proposition. Soit (E, N) un espace vectoriel normé. L’application d : E x E — R donnée par d(x,y) =

N(z — y) est une distance.
Démonstration.
L d(z,2) =|0[| =0,d(z,y) =0=[lz —y[|=0=>2—y=0=2=y

2. d(y,z) = [ly — || = (=)@ = y)I| = [l =yl

3. d(z,y) = llz —yll = llz — 2+ z —yll < llz — 2|[ + ||z — yl| = d(z, 2) + d(2,9)
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1.2 Espace préhilbertien

Définition. Soit E un K- espace vectoriel. Un produit scalaire sur F est une application ¢ : £ x E — R

vérifiant les propriétés suivantes

1. Pour tout y € E, Papplication = — ¢(x,y) est linéaire.

2. Pour tout z,y € E, on a ¢(x,y) = ¢(y, x)

3. Pour tout = € E, ¢(x,z) >0 et
$(r,z) =0=>2=0

Un espace E muni d’un produit scalaire est dit préhilbertien.

Exemple.

d
L. Sur R?: ¢(z,y) =< 2,y >= Y x,y;
i=1

2. Sur E=C([0,1,R) : < f,g >= [ f(a)g(z)dzx

Démonstration.

1. Soit g fixée montrons que u : f +— [ fg est linéaire. On a u(Af +uf) = )\ffg—&-uffg.
2. Immeédiat.

3. d(f,f,)= [ f?>0. Supposons que [ f2=0= f=0.
O]

Théoréme II.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz.) Soit (E,< . >) un espace préhilbertien. On a l'inégalité

suivante

|<zy>[<V<zz>/<yy>

Démonstration. Pour simplfier, on suppose que K = R. Soit z,y € E. Considérons 'applicationn f: R — R

définie par f(t) = (z +ty,z +ty). On a
f) =t <yy>+2<zy>+<z0>

et f(t) > 0 pour tout ¢. Comme f est un polynoéme du second degré, on en déduit que sont discriminant est
négatif :

<zy>—<zar><yy><0
Par suite < z,y >2 — < 2,2 >< y,y >< 0 et le résultat est obtenu en prenant la racine carrée. O
Corollaire. Soit (E, < . >) un espace prehilbertien. Alors I'application 2 — ||z|| =< 2,z >? est une norme.

Démonstration. Le seul point compliqué est I'inégalité triangulaire. Montrons que ||z + y|| < ||z|| + ||y]| et

lz+ylP =<z +yr+y>=<z,2>+<yy>+2<zy >+l +2lllyll < (=l +lly])*> O
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d
Application. Sur R¢ on a ||z]2 = (3 x?)% est une norme.
j=1

2 Rudiments de topologies des espaces vectoriels normés

Dans cette section (F,||.||) désigne un espace vectoriel normé (evn).

Définition. Soit a € E et r > 0. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r ’ensemble
Bla,7)={z € E,||lz —al| <r}

On appelle boule ferme de centre a et de rayon r ’ensemble

Bla,r) ={x € E,||lz —al| <1}

Définition. Soit A un sous ensemble de E. On dit que A est borné s’il existe M > 0 tel que A C E(O, M),
c’est a dire

Vi€ A ||z]| < M

Définition. Soit U un sous ensemble de E. On dit que U est ouvert si
Ve € E,3r > 0,B(z,r) CU

On dit qu’un sous ensemble F' de E est fermé si son complémentaire E \ F' est ouvert.

Exemple. Dans (R,|.|). Soit I = (a,b) un intervalle. Alors I est ouvert si et seulement si I =|a,b[ et il est

fermé si et seulement si I = [a, b].

Démonstration. Supposons que I =a, b[. Montrons que I est ouvert. Soit « € I, soit 7 = imin(|z —al, |z —b|)

On vérifie facilement que B(z,r) C I. Réciproquement montrons que I =l]a,b] n’est pas ouvert. On a b € I et

Vr >0, B(b,r)NI¢=#1() O
Exemple. Les boules ouvertes sont ouvertes et les boules fermées sont fermées.

Remarque. F et () sont toujours ouverts et fermés. Ce sont les seuls sous ensemble de E & posséder cette

propriété.

Proposition. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé et soient F l’ensemble des fermés de E et O I’esemble

des ouverts de E. Alors
1. O est stable par union quelconque et intersection finie.

2. F est stable par union finie et intersection quelconque.
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Démonstration. On remarque d’abord que 1 et 2 sont équivalents par passage au complémentaire. On va
donc montrer 1. Soit (£2;)ic; une collection d’ouverts et soit Q = J,c; Q. Soit a € €, alors il existe iy € I tel
que a € §;,. Comme Q;, est ouvert, alors il existe r > 0 tel que B(a,r) C €;,. Comme ;, est ouvert, alors il
existe r > 0 tel que B(a,r) C Q;,. Comme Q;, C , il suit que B(a,r) C Q.

Supposons maintenant que 'ensemble I est fini et soit Q" = (7., €;. Soit a € . Pour tout i € I,a € Q; donc il
existe r; > 0 tel que B(a,r;) C ;. On pose r = min;crr;. Comme I est fini alors r > 0. De plus par définition
pour tout ¢ € I, on a B(a,r) C B(a,r;) C

On en déduit B(a,r) C Q. O

Remarque. Une intersection quelconque d’ouvert n’est pas nécessairement ouverte. Par exemple

1
Qn = B(O, E),n € N*

Les ,, sont ouverts mais [ €, = {0} qui n’est pas ouvert.
neN

Théoréme II.2. Soit A un sous ensemble de £
— 1l existe un unique ouvert A contenu dans A et maximal pour Uinclusion (ie tout ouvert de E contenu
dans A est nécessairement contenu dans A) On appelle A Pintérieur de A.
— 1l existe un unique fermé A contenant A est minimal pour l'inclusion (ie tout fermé de E contenant A
contient nécessairement A). On appelle A 'adhérence de A.
Démonstration. Soit Q4 ensemble des ouverts de F contenus dans A. On définit A = % w. Par définition,
w
A C A et d’aprés la proposition précédente, A est ouvert. Supposons maintenant que Uee:t un ouvert de F
contenu dans A. Alors U € Q4 donc U C A.
Le deuxiéme point peut se montrer aisément par passage au complémentaire. On peut aussi refaire la démons-
tration. Soit F4 l’ensemble des fermés de E contenant A. On définit A = ﬂGe Fa G. Par définition, A C A et
d’aprés la proposition précédente, A est fermé. Supposons maintenant que H est un fermé de E contenant A.

Alors H € F4 donc A C H. O
Exemple. Soient a € E et r > 0 alors, B(a,r) est ’'adhérence de B(a,r) et B(a,r) est U'intérieur de B(a,r).

Définition. On appelle frontiére de A, ’ensemble

SA=4A\ A

Exercice. Montrer que A est un fermé.
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3 Suites dans les espaces vectoriel normé

Définition. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé et soit u = (uy)nen une suite d’élements de E. On dit

que la suite u converge vers une limite [ € F si

Ve > 0,IN € N,Vn > N, ||u, — || <€

Remarque. Comme dans le cas des suites numériques, on a unicité de la limite. La notion de convergence
dépend a priori de la norme qu’on utilie. Cependant lorsque deux normes sont équivalentes les suites convergentes

sont les mémes.

Proposition. Soit F un espace vectoriel et Ny, No deux normes sur E. On suppose que N; et N, sont

équivalentes. Alors toute suite convergente pour V7 est convergente pour Ny et la limite est identique.

Démonstration. Ny est équivalente & No si dc > 0 tel que %NQ < Ny < ¢Ns. Donc N1 < e = Ny < ce et

Ny <€ = Ny < ce. O

Définition. Soit u = (u,), € EY. On dit que la suite (u,,) est de Cauchy si

Ve, IN € N,Vn,m > N, ||un — uml|| < €

Définition. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. On dit que E est complet si toute suite de Cauchy de FE

converge dans E.
Théoréme I1.3. L’espace (R, |.|) est complet.

Théoréme II.4. Soit (£, ||.||) un espace vectoriel normé. On suppose que dim(E) < +oco. Alors E est complet
Remarque. Ceci est faux en dimension infinie.

Définition. Soit u, = (uy), € E. On dit que la suite (u,) est bornée si 'ensemble {u,,n € N} est borné

dans E. Autrement dit s’il existe M > 0 tel que

VneN, ||u,|| <M
Remarque. Toute suite convergente est bornée.

Définition. Soit u = (uy,) une suite de E. On dit que v = (v, est une suite extraite de u si elle est de la forme

Up = Ug(n) avec ¢ : N — N strictement croissante.



Analyse Espaces vectoriels normés 18

Proposition. Toute suite extraite d’une suite convergeant vers une limite [, converge vers [.

Théoréme II.5. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé et soit F' une partie de E. Alors F' est fermée si et

seulement si pour toute suite (u,) d’éléments de F convergeant vers [, on a l € F.

Démonstration. Supposons que F' est fermé et soit (u,) une suite d’éléments de F' qui converge vers [ € E.
Supposons par 'absurde que [ ¢ F, c’est a dire [ € E'\ F. Comme F est fermé alors E \ F' est ouvert. Par suite
il existe 7 > 0 tel que B(l,r) C E\ F. On applique alors la définition de la convergence avec € = r. Il existe ng
tel que uy,, € B(l,7) C E\ F. D’ou une contradiction.

Supposons maintenant que F n’est pas fermé. Alors E'\ F n’est pas ouvert donc il existe [ € E \ F tel que
Vr > 0,B(l,r)NF #0

En prenant € = ¢,, = 27", on en déduit 'existence d’une suite u,, € B(l,27")N F. Par définition, c’est une suite
d’éléments de F' et comme 27" — 0 quand n — oo la suite (u,) converge vers [ ¢ F. Ceci prouve le résultat

(par contraposée). O

Corollaire. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et soit A une partie de E et soit a € E. Alors a € A si et
seulement si il existe une suite d’éléments de A qui converge vers a. Autrement dit A est exactement I’ensemble

des limites de suite d’éléments de A.

Démonstration. Soit a € FE et supposons que a est limite d’une suite v d’éléments de A. Comme A C A, u
est une suite d’éléments de A et comme A est fermé alors a € A d’aprés le théoréme précédent.

Supposons maintenant que a € A. Si a € A il n’y a rie & faire (prendre la suite constant a). Si a € A\ A alors
pour tout € > 0, B(a,e) N A # . Dans le cas contraire on aurait B(a,e) N A = () pour un certain € > 0 et par
suite F := AN (E\ B(a,¢)) contiendrait A. Or F est fermé par définition, donc on aurait A C AN (E\ B(a,¢))
ce qui contredit a € A.

On en déduit que pour tout n € N, B(a,27") N A # \. En choisissant a,, € B(a,2™") N A pour tout n, on

construit ainsi une suite d’éléments de A qui converge vers a. O

4 Espace vectoriels normés de dimension finie

On commence par énoncer un résultat fondamental que nous admettons

Théoréme II.6. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les normes sont équivalentes sur

E.

Remarque. Si on ne suppose plus que F est de dimension finie, le résultat ci dessus devient faux. Pour s’en

convaincre, on peut prendre E = C([0, 1]) et considérer les normes |[.||1 et ||.||co-

Théoréme IL.7. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normée de dimension finie. Alors E est complet.
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Démonstration. Soit (2™) une suite de Cauchy dans E. Comme E est de dimension finie, il existe une base
N

(é1,...,en) de E. Tout élément x de E s’écrit de maniére unique z = ) z;e; et on définit sur £ la norme
j=1

lelle = sup ;]

EEREE)

D’apreés le théoréme précédent, les normes ||.|| et ||.]|co sont équivalentes. Par conséquent la suite (z™) est de

n

Cauchy pour [[.||o. On en déduit que pour tout j = 1,..., N la suite (z}), est de Cauchy dans R. Comme R

N

est complet elle admet donc une limite z;. On pose x = Y x;e;. D’aprés ce qui précéde, la suite (z™) converge
j=1

vers x pour ||.||« et donc pour |].||. O

En reprenant la preuve précédente, on obtient facilement le théoréme suivant.

Théoréme IL.8. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé de dimension finie et soit (e, ...,en) une base de E.
Pour tout z € E, on note x; la iéme coordonnée de x dans cette base. Alors toute suite (z™), de E converge

vers x € F si et seulement si pour tout ¢ = 1,..., N la suite (zI'),, converge vers z; dans R

5 Limites et continuité de fonctions définies sur un espace vectoriel

normé

Dans cette section on considére des evn (E, ||.||g), (F,||-||F) et (G,]|.||c). Afin d’alléger les notations, on note

indifféremment ||.|| I'une ou lautre des normes précédentes.

Définition. Soit f : A — F une application définie sur une partie A de E et soit a € A. On dit que la fonction

f converge vers y € F lorsque x tend vers a si
Ve0,36 > 0,Vz € A, (|lx —al| <d=||f(x) —y|| <e)

On notera lim f(z) = y.

r—a

Remarque. Lorsqu’elle existe la limite d’une fonction en un point est unique.

Proposition. Soient f: A — F et g: A — F deux applications et soit a € A. On suppose que lim f(z) =y
r—a

et lim g(x) = z. Alors pour tout A\,x € Kon a:
Tr—ra

lim (A f + pg) = Ay + pz
r—a

Théoréme I1.9. Soit f: A — F,a € A ety € F. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. la fonction f converge vers y € F lorsque x tend vers a.

2. pour toute suite (z,) d’éléments de A convergent vers a, la suite y,, := f(x,) converge vers y.
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Démonstration. 1 implique 2 est trivial. On s’intéresse au 2 implique 1. On démontre la contraposée. non 1 :
Je > 0,Vr > 0,3z € A, ||z —al| <ret]||f(x)—y|| > e Soit e >0 donné par non 1. On prend » = 27" dans non
1, il vient

Vn € N,3x,, € Atel que ||z, —al| <27 et ||f(zn) —y|| > €
On a z,, — a mais f(x,) ne converge pas vers y O
Théoréme I1.10. Soient A C F et B C F et soit f: A — Fetg: B — G deux applications telles que

f(A) C B. On suppose qu'’il existe a € A,b € B et 2z € G tels que

lim f(z) =bet limg(y) =2
y—b

T—ra

Alors
lim gof(z) = =z

Tr—a

Définition. Soit A C E et f: A — F une application. Soit a € A. On dit que f est continue au point a si

elle admet une limite en a. Dans ce cas on a nécessairement lim f(z) = f(a).
T—ra

Démonstration. Supposons que f est continue en a. D’aprés la définition, il existe y € F' tel que
Ve>0,30 >0,V e A, (Jlx —a|| <d=||f(x) —y|| <e¢)

Comme a € A, on peut prendre z = a dans la définition précédente. On en déduit que pour tout € > 0, ||y —

f(a)|| < e. Ceci n’est possible que si y = f(a). O

Définition. Soit f: A — F une application. On dit que f est continue sur A si elle est continue en tout point

a de A. On note C(A, F') 'ensemble des fonctions de A — F.

Proposition. Soit f: A — F et g: A — F deux applications continues en un point a € A. Pour tout A\, u € K

la fonction Af + pg est continue en a.

Démonstration. Soit € > 0 alors

€

361 > 0tel que ||z —al| < 61 = ||f(z) — f(a)|]| < =

2|A|
365 > 0 tel que ||z — al| < &2 = ||g(z) — g(a)|| < ﬁ
Soit § = min(dq,d2) > 0. Soit x tel que ||z — al| < § alors
Ale €
AS + ng)(@) = (Af + pg) @) < AIf(n) = Fla)l] + [ulllg(x) — g(a)l|l < |2|)|\ + Iulm =€
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Corollaire. Soient f: A — F et g: A — F deux applications continues sur A et soient A\, u € K. Alors, la

fonction \f + pug est continue sur A. Autrement dit C(A, F') est un espace vectoriel.

Théoréme I1.11. Soient A C E et B C Fetsoit f: A— Fetg: B — G deux applications telles que

f(A) C B. On suppose en outre que f et g sont continues. Alors gof est continue.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme identique sur les limites. O

Théoréme I1.12. Soit f: F — F une application. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est continue.
2. pour tout K C F fermé, f~1(K) est fermé.

3. pour tout  C F ouvert, f~1(Q) est ouvert.

Démonstration. Montrons que 1 implique 2. Soit K un fermé de F et soit (z,,) une suite d’éléments de f~*(K)
convergeant vers x € F. Par définition (f(z,)) est une suite d’éléments de K et comme f est continue, alors
f(x,) converge vers f(x). Comme K est fermé, on en déduit que f(z) € K, c’est a dire x € f~1(K).

Montrons maintenant que 2 implique 3. C’est une simple conséquence de I'identité.

FHENK)=E\ f71(K)

et du fait qu’un ensemble est ouvert si et seulement si son complémentaire est fermé.

Montrons enfin que 3 implique 1. On doit montrer que
Ve> 0,30 >0,Vr € E, (|l —al| <d = ||f(z) — f(a)|]| <e)

Soit € > 0. L’ensemble B(f(a),e) est un ouvert de F, donc d’aprés le 2, son image réciproque par f est un
ouvert de E. Or on a a € f~'(B(f(a),€)) donc il existe § > 0 tel que B(a,d) C f~1(B(f(a),e€)). En appliquant
f, il vient

f(B(a,d)) C B(f(a),e)

qui peut exactement se réécrire sous la forme

Ve e B, (|l —all <d=||f(z) = fla)]] <€)

Proposition. f et g sont deux applications continues alors gof est continue.

Démonstration. Soit Q) ouvert alors (gof)~1(Q) = f~tog=1(Q), cela démontre la proposition puisque g—1(2)

est ouvert car ¢ est continue et f~log~! est aussi un ouvert car f est continue. O
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1
Exercice. Montrons que ’ensemble {(33, y) € R*tel que 0 <y < T } est fermé.

2
R2 5 R

Soit f : . Alors f71([0,1]) = {(J:,y) € R?|f(x,y) € [0,1]} = {(x,y) eR?0<y(1+2?%) < 1}
(z,y) = y(1+2?)

1
= 20 <y < =
{(w,y) eERFO<y< 1+x2} K
Or f est continue et [0, 1] est un fermé de R. Donc K = f~1([0,1]) est fermé.

5.1 Continuité des applications linéaires

Théoréme I1.13. Soient F et F' deux espaces vectoriels normées et u : £ — I une application linéaire. Les

assertions suivantes sont équivalentes :
1. w est continue
2. wu est continue en 0
3. u est bornée sur B(0,1)

4. u est Lipschitzienne

Démonstration. 1 implique 2 est évident.

2 implique 3. Comme u est linéaire, alors u(0) = 0 et comme u est continue en 0, il vient
Ve > 0,30 > 0,Vx € E(||z|] < § = ||Ju(x)]]| <€)
On prend € = 1, il existe donc § > 0 tel que
Vl[z]| <0, [Ju(z)]] <1

— 5 )
Soit « € B(0,1), alors y := ?1: vérifie, ||y|| < 3 < 4. Par suite

1> fuly)l = ol u(2)]

On en déduit ||u(z)|| < %

Montrons que 3 implique 4. Par hypothése, il existe M > 0 tel que
Vol <1, [Ju(z)|] < M

Soient z,y € E tels que = # y. Alors ¢ := appartient & B(0,1). Comme v est linéaire, on en déduit

7Y
[z —yll

.Mznwou=ﬂ;§ﬂmmm—mn=H L juz) - u(w)|

x—yl|

Autrement dit

llu(z) = u(y)|l < Mllz -y
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ce qui prouve 4.

4 implique 1 est évident. O

Remarque. Soit u: F — F une application linéaire. Alors u est continue si et seulement si

Ik € Ry, Vo € B, [[u(x)]] < k|||

Théoréme I1.14. Soit u € Lo(FE, F) une application liéaire continue. Alors

[u(z)]]

sup |[u(z)]| = sup [|u(z)|] =
x€B(0,1) llz||=1 z#0 ]
_’_/
A B C

On note ||u||g—F cette quantité.

Démonstration. Comme {||z|| = 1} C B(0,1) alors A > B.

lu@)|| _ HU(w)

x

Montrons que B > C. Soit = # 0 alors [| = ||u(y)|| avec y = Tay] €ar u est linéaire. Donc

||| |||

lu()]] < B car [ly|| = 1.

On a donc Vz # 0, 1@l < B En prenant le sup sur z il vient, C < B.

(=]

Montrons que C' > B. Soit 2 € B(0, 1), alors
— Si 2 =0 on a clairement ||u(x)|| < C.
@ ()|l
Six # 0 alors ||u(x)] < Tl <C.
x
En prenant le sup sur # € B(0,1), on obtient A < C. O

Théoréme I1.15. L’application u — ||u||g—F est une norme sur Lo (E, F)

Démonstration. Pour tout u € Lo(FE, F) on a bien ||u||g—r = sup [|u(z)|| > 0.

[lzl[=1

De piussoit X € K alors [[ulls-op = sup O)@]| = 5 W)l = Wil

al|=1 llall=1
Supposons ||u||g—r = 0 alors sup [[u()]] = 0 donc Nl = 0Vz # 0.
a0 ||| |||
Donc |Ju(z)|| = 0¥z # 0 donc u = 0.
Soient u et v € Lo (E, F) alors pour tout x tel que ||z|| =1, on a
[|(u+0) (@) = [Ju(z) + v(@)]| < [Ju(@)]] +[[o(@)]] < |lullp-r + |lv][E-F

On prend le sup sur ||z|| =1, il vient

llu+vl|lp—r < ||ullg~F + |[vl|E=F

R? - R
Exercice. Soit u: . Montrer que u € Lco(R?,R) et calculer ||u||p—r
(z,y) — ax + by
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Remarque. Pour montrer que sup a(x) > k. Il suffit de montrer qu’il existe une suite x,, d’éléments de A tel
z€A
que a(z,) — k quand n tend vers l'infini. En particulier il existe 2 € A tel que a(x) = k alors c’est fini.

Théoréme I1.16. Soit u € Lo (E, F). Alors

Ve € B, [[u(@)||lr <|lull-rllzl|le

Démonstration. Immédiat O

Théoréme I1.17. Soient E,F et G trois espaces vectoriels normés et soient v € Lo(F,G). Alors vou €
Lco(E,G) et

[[vOul|e—c < |[vl|roellulle—rF

Démonstration. Soit x € E, alors ||vou(z)||¢ = [[v(u(x))|le < ||[v||F=a|lu(x)||F par le théoréme précédent
appliqué a v. De maniére analogue ||vou(z)||¢ < ||v||F=Fllue—rF||z||g En divisant par ||z||g et en prenant le

sup on retrouve le résultat. O
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Troisiéme partie
Suites et séries de fonction

1 Suites de fonctions

Notations. Soit K = R ou C et I un intervalle de R. On note F(I,K) 'espace vectoriel des fonctions de I
dans K.

Définition. On appelle suite de fonction (f,)nen toute application de N dans F(I,K). Pour tout n € N, f,

est donc une fonction de I dans K.

Définition. Soit (f,,)nen une suite de fonctions de I dans K et soit f € F(I,K). On dit que (f,)nen converge

simplement vers f si pour tout x € I la suite de scalaires (f,,(z))nen converge vers f(x).

Remarque. En utilisant des quantificateurs, la définition précédente s’écrit

Vo € I,Ve > 0,3IN € N,Vn > N, |fn(x) — f(z)| <¢

1
Exemple. Lasuite f,(z) = /2 + — converge simplement vers la fonction f(z) = /z sur I'intervalle I = [0, 1].
n

Définition Soit (f,)nen une suite de fonction de I dans K et soit f € F(I,K). On dit que (f)nen converge
uniformément vers f si

Ve > 0,3IN e N,Vn > N.Vz € I, |f,(z) — f(z)] <€

1
Exemple Sur I = [0,2n], fn(z) = cos(z + —) montrons que f,, converge uniformément vers f avec f(x) =

1 d
cos(x). cos est continue donc cos(x + —) — cos(x), on cherche & majorer cos(x + —) — cos(z) = fol a(cos(q: +
n n
t 1

—))dt

I 3
- == Jo —sin(z — ﬁ)dt On a donc

lcos(z + ©) <><1/1|'<+t>|dt<1
COS\T — ) — COS\T — Sinlx — —
n nJy n n

1
Soit € > 0. Prenons N > — + 1 alors Voz € I,Vn > N
€

1
|cos(x + —) — cos(x)| < €
n

1
Exercice. Montrer que f,(z) = y/x + — converge uniformément vers f(z) = \/z sur [0, 1].
n

Théoréme III.1. Soit (f,)nen une suite de fonctions de I dans K. Les assertions suivantes sont équivalentes
— la suite (f,,)nen veérifie le critére de Cauchy uniforme

— il existe f € F(I,K) tel que (f,,) converge uniformément vers f
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Démonstration. O

Proposition. Soit (f,)nen une suite de fonctions convergeant uniformément vers une limite f. Alors la suite

converge simplement vers f.

Démonstration. Immeédiat. O

Remarque. La réciproque est fausse.

fn(z) = 2"
Exemple. Soit (@) , alors (f,) converge simplement vers la fonction f =0
xz € [0,1]
[2" < e |nin(z) < In(e),n > In(e) N¢,on a N, — +o0]
€ € = IVe,x €,T
’ ’ In(z) ’ '

1
On n’a pas convergence uniforme montrons que 3¢ > 0,YN € N, In > N,3z €]0,1],|fn(z)] > €. € = 20 N
e

1 1
quelconque , n > N et x =1 — —, ainsi f,(z) = (1 — =) = e L.
n n

Remarque. (f,) converge uniformément vers f si et seulement si Ve > 0,AN € N,Vn > N, sup |f.(z) — f(x)]
xel

‘est a dire i - -
c’est & dire n—1>r-|r-looi?1”(f @) =0
Définition. Soit (f,) une suite de F(I,K). On dit que (f,) vérifie le critére de Cauchy uniforme si
Ve >0,3N e N,Vp,q > N,Vz € I,|fp(x) — fy(x)] <e

c’est a dire

Ve > 0,3N € N,V¥p,q > N,sup |fp(x) — fy(x)] <e
xzel

Théoréme ITI.2. Soit (f,) une suite de F(I,K). Alors (f,) converge uniformément vers une fonction f si et

seulement si (f,) vérifie le critére de Cauchy uniforme.

Démonstration. Supposons f, converge uniformément vers f. Alors
Ve > 0,3IN e NVz € X,Vn > N, |f.(z) — f(z)| <€ (1)

Soit € > 0 et soit N donné par (1). Soient p,q > N et x € I. Alors | f,(x)— f4(2)] < |fp(x)—f(2)|+]f(z)—fu(x)] <
€+ € = 2¢ par (1).
Supposons que

Ve >0,3N e N,Vp,qg > N,Vz € X, |fp(x) — fo(z)] <€ (2)

En particulier pour tout z € X, on a

Vo > 0,IN € N,Vp, g > N, |fp(x) — fo(x)] <€



Analyse Suites et séries de fonction 27

Donc la suite (f,,(z))nen est de Cauchy dans K. Comme K est complet, elle admet une limite f(z). Ainsi f,
converge simplement vers f quand n tend vers 'infini.

Montrons que la convergence est uniforme c’est a dire
Ve > 0,dAN e N,Vn > N.Vx € X, |fn(x) — f(z)| <€

Soit € > 0 et soit N comme dans (2). Soit n > N et soit € X. Alors pour tout m > N, on a d’aprés (2) on a

| fn(z) — fin(2)| < €, on fait tendre m vers Uinfini il vient |f,(z) — f(z)| <€ O
Notation. On notera B(I,K) lespace vectoriel des applications bornées sur 1.

Proposition. Pour tout u € B(I,K) la quantité

| f1lB(,x) = sup|f(x)]
xzel

est bien définie. De plus, 'application
fe=lfllsax € B(I,K)
définit une norme sur B(7,K).
Théoréme II1.3. (Théoréme de la double limite) Soit (f,,) € F(I,K)Y une suite de fonction et soit a € I. On
suppose que
1. la suite (f,) converge uniformément vers une fonction f
2. pour tout n € N, f,, admet une limite finie [,, lorsque z tend vers a.

Alors, la suite (,,) converge vers une limite finie [ et lim f(x) =1
r—a

Démonstration. On commence par montrer que la suite (I,,) converge. Pour cela, il suffit de montrer qu’elle
est de Cauchy. On se donne € > 0 arbitraire. Comme la suite (f,,) est uniformément convergente, elle vérifie le

critére de Cauchy uniforme. Par conséquent, il existe N € N tel que
Vp,q > N,Vz € I, [fy(z) — fo(z)| <€ (1)

Soit N comme dans (1) et soient p,q > N.
On aVz € I|f,(z) — fy(2)] < €, on fait la limite lorsque z — a, il vient |, — I;] < € Ceci montre que (I,,) est de
Cauchy. Donc elle admet une limite [ € K. Il reste & montrer que il_r)r}l flz)=1.
Soit € > 0. On cherche § > 0 tel que |z —a| < § = |f(z) — | < e. Comme (f,) converge uniformément vers f,
il existe N € N.

Vo e X, [fn(x) = f(z)] <€ (2)

On al, — I quand n — oo. Donc il existe

N1 > Ntel que |ly — 1] <e¢ (3)
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. lim fy(x) = I, donc il existe d; > 0 tel que
r—ra
V$€B(a,51),|le(fE)—lNl| <e€ (4)

Soit x tel que |x — a| < §; alors

[f(@) =l < [f(@) =[x (@)] + | fv (@) = I |+ [y, =1
N——

<e(1) <e(3) <e(2)
O
Remarque. La conclusion peut s’écrire
lim i = i li
0 i, fn() = Bl fal)
[0, 1= R . :
Exemple. Soit f, : , alors f,, converge simplement vers 0 mais il n’y a pas convergence uniforme.
x>

Prenons a =1, lim f,(z) =1, donc lim lim f,(z) = 1.
z—1 n—oo r—1

Mais lim lim f,(z) = lim 0=0.
r—1— n—o0 r—1—

Autre exemple. f, : . Alors f,, converge uniformément vers 0. lim lim f,(z) = lim — =

n——+00 ;31 n—oo 21
x—a" 3

0 donc lim lim f,(z) =0

m%% n—00

Théoréme IIT.4. Soit (f,) une suite de fonctions continues sur I convergeant uniformément vers f. Alors f

est continue sur I.

Théoréme IIL.5. Soit I = [a, ] un intervalle fermé borné de R et soit ( f,,)nen une suite de fonctions continues

de I dans K. On suppose que la suite (f,,) converge uniformément vers une limite f. Alors

lim /abfn(t)dt/abf(t)dt

n—-+oo
Démonstration. Soit € > 0. Comme (f,) converge uniformément vers f, il existe N € N tel que

€

Vn > N,Vx € I,|fn(x) — f(2)| < =]

On en déduit que pour n > N, on a

| / " () - / ' flayan] < / o) — F@lde < / b e =

ce qui prouve le résultat. O

Théoréme II1.6. Soit (f,,)nen une suite de fonctions de classe C* sur I & valeurs dans K. On suppose que

— la suite (f,) converge simplement vers une limite f
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— la suite (f]) converge uniformément vers une limite g

Alors f est de classe Cl et f' =g

Démonstration. Soit x € [a,b]. Pour tout x € [a,b], on a
Fulo) = Fula) + [ oy
Zo
Soit h(z) = [ g(t)dt, alors pour tout z > X

@) = Faloo) = @) < [ 1726 = glola < b= alsup 7

z0 [a,b]

Comme (f},) converge vers g uniformément, cela montre que f,, — f,(xo) converge uniformément vers h sur [a, b].

Or f,(zo) converge vers f(xq), donc (f,) converge vers f(zo) + h. On en déduit

x

F(2) = f(zo) + h() = f(zo) + / o(t)dt

Zo

Cette formule montre que f est dérivable de dérivée g. O

2 Séries de fonctions

Soit K = R ou C et [ un intervalle de R.

Définition. Soit (f,) une suite de fonctions de I dans K. La série de fonctions Y f,, est la suite de fonctions
neN

N
Sn(z) = gofn(ac).

Définition. Soit > f, une série de fonction. On dit que cette série converge simplement si pour tout x € I,
neN
la série Y fn(x) converge.
neN

Définition. Soit ). f, une série de fonction. On dit que cette série converge uniformément si la suite de
neN
fonctions (Sy) converge uniformément sur .

Définition. Soit ) f, une série de fonction. On dit que cette série converge normalement si la série numérique
neN

> sup|fn| converge.
neN I

Théoréme III.7. La convergence uniforme implique la convergence simple d’une série de fonctions. La conver-

gence normale d’une série de fonctions implique la convergence uniforme de la série.

Démonstration. La premiére partie est évidente. Supposons que Y f,, est une série de fonctions normalement

n
convergente. Soit S, = > fi. On va montrer que la suite de fonctions (.S,,) vérifie le critére de Cauchy uniforme.
k=0
On se donne € > 0. Comme la série converge absolument, il existe N € N tel que

D suplfu(@) <e

n>N ¥
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Supposons que m > n > N et soit z € I, alors

1Sm(@) = Sau(@)| =] > fr@ < D @< D @< D @)<Y suplfu(z)| <e
k=n+1 k=n+1 k=n-+1 k=n+1 k=n-+1 zel
ce qui prouve le critére de Cauchy uniforme et donc la convergence uniforme de la série. O

Théoréme IT1.8. Soit (fy)nen une suite de fonctions continues de I dans K. On suppose que la série > f,
neN

oo
converge uniformément. Alors la fonction f = 3 f, est continue sur I.
n=0

n
Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme correspondant a la suite de fonctions S, (z) = > fi(z). O
k=0
Théoréme II1.9. Soit I = [a, b] un intervalle fermé borné de R et soit (fy,)nen une suite de fonctions continues
e}

de I dans K. On suppose que la série > f,, converge uniformément et on note f = fn. Alors la série
n=0

numérique Y ( f: fn(t)dt) converge et on a
neN

oo b b o©
falt)dt = F(t)dt
> [ =[5

n
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme correspondant a la suite de fonctions Sy, (z) = > fr(z). O
k=0

Théoréme II1.10. Soit (f,)nen une suite de fonctions de classe C! sur I & valeurs dans K. On suppose que
— la série Y f,, converge simplement vers une somme f
— la série Y f] converge uniformément vers une somme g

Alors f est de classe C! et f/ = g.

n
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme correspondant a la suite de fonctions S, (z) = Y. fi(z). O
k=0
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Quatriéme partie
Séries entiéres

1 Rayon de convergence

Définition. On appelle série entiére toute série de la forme Y a,2", avec (a,) suite de nombres complexes
neN
et z € C.

Lemme d’Abel. Soit (a,) suite de nombres complexes, et soit zp € C. On suppose que la suite (a,2{)nen

est bornée. Alors, pour tout z € C tel que |z| < |z|, la série ) a,2™ converge absolument.
neN

Démonstration. On peut supposer que zyp # 0. On a

¥4 z
lanz"| = lanzg|| —|" < M|—|"
20 20

avec M = sup|a,z{| < oo. Comme |z/z9| < 1, alors la série > M|z/zp|™ converge et on peut conclure par
neN
théoréme de comparaison. O

Définition. On appelle rayon de convergence d’une série entiére > a,z™ la quantité
neN

R = sup{r >0, (a,r") est bornée} € [0, +o0]

Il est clair que la suite (a,0™) est bornée. Donc le rayon de convergence est bien défini.

Proposition Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R € [0, o0[. Alors, pour tout r € [0, R[

. neN
la série
sup |a,z"|
neN |z|<r
converge.
Démonstration. C’est immédiat. O

Théoréme IV.1. (Théoréme de Cauchy-Hadamard.) Soit ) a,z" une série entiére de rayon de convergence

neN
R. Alors

n 1
1. si lim |a L =1 € [0,400], alors R = ~
n—oo  a,, l

1

- 1
2. silim|a,|n =1 € [0,+00], alors R = —

l

Démonstration. Preuve de 1. On suppose d’abord que [ €]0, oo[. Considérons la suite (b,,) définie par b,, =

b a r r
anr™. Alors 2“ = r—*L tend vers 7 quand n — oo. Supposons d’abord que r < I, alors 7 < 1 et on en
n an
déduit que lim b, = 0. En particulier, (b,,) est bornée et donc le rayon de convergence R de la série est donc
n—oo

supérieur a r. Comme ceci est vrai pour tout r < [, on en déduit que R > [.
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Réciproquement, supposons que r > [, alors la suite (b,,) tend vers +o0 et on en déduit que R < r pour tout
1
r > 1. Par suite R = 7

Preuve de 2. Elle est identique.

2 Opérations sur les séries entiéres

Proposition. Soient Y a,z" et > b,2z" deux séries entiéres de rayon de convergence respectifs R, et Ry et
soit R le rayon de convergence de la série entiére > (a, + by,)z". Alors

— si R, # Ry, alors R = min(R,, Rp)

— si Ry = Ry, alors R > R,

Démonstration. Par définition, on a bien R > min(R,, Rpy). Supposons maintenant que R, < R, et soit
r €]Ry, Rp[. Alors (b,r™) est bornée alors que (a,r™) ne l'est pas. Par conséquent ((a, +b,)r™) n’est pas bornée

et donc r > R. Ceci prouve que R < R,. O
Théoréme IV.2. Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors la fonction f :
n

|- R,R[— +00
0o est C'™ et pour tout kK € N, on a
Z2 > apz"

n=0

o0

FB ) =Y 4+ k) n+k=1)..(n+1anxz"

n=0

ou cette derniére série entiére a pour rayon de convergence R.

Démonstration. On prouve que f est C* pour tout k& € N*. On procéde par récurrence sur k. On commence

par traiter le cas k = 1. On considére la série entiére

oo
91(2) = (n+ an12"
n=0
Il est clair que g; a méme rayon de convergence que f. De plus pour tout r €]0, R les séries f(z) et g1(2)
convergent uniformément sur [—r, r]. On peut donc appliquer le théoréme de dérivation des séries. On en déduit
que f est dérivable sur | — r,r[ et que f' = g;. Ceci prouve le résultat au rang k = 1.
Supposons maintenant le résultat vrai au rang k > 1 et montrons que f est C**1. Par hypothése de récurence

fest CF et
FB @) =Y+ k) n+k=1)..(n+1anxz"
n=0

a pour rayon de convergence R. On peut donc appliquer le cas k = 1. On en déduit que f*) est dérivable et que
(fDY(2) =D (n+k+1)(n+k)(n+ 12"

n=0

ce qui achéve la démonstration. O
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Proposition. Soit f(z) = ). a,2" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors,
n

F(0)

vn € N,a, =
n!

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, la fonction f est C*° et

fB )= "(n+k)n+k-1)..(n+1)an 2"
n=0
Or, pour tout n > 1, 0™ = 0. Par suite
(oo}
F®(0) = Z(n +E)(n+k—1)..(n+ 1ansx0" = k(k —1)...1a; = Klay
n=0
et on conclue en divisant par k!. O

3 Fonctions développables en séries entiéres

Définition. Soit I un intervalle ouvert de R, f : I — R une application et a € I. On dit que f est développable

en série entiére en a s’il existe § > 0 et une série entiére »_ a,2z" de rayon de convergence supérieur a J tels
neN
que Ja — d,a+ 8[C I et
Vz €la—6,a+ [, f Zanz—a

On notera f € DSE(a).

On dit que f est développable en série entiére sur I si elle est développable en tout point a de I.
Proposition. Soit f: I — R une fonction développable en série entiére en a € I et soit § > 0 tel que
Vz €la—6,a+ [, f Zanz—a

Alors f est développable en série entiére en tout point ¢ de Ja — §,a + d].

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que a = 0. Soit > 0 tel que

Vz €] -4, f Zan

On se donne ¢ €] — 6,0 et € > 0 tel que Jc — €, ¢+ ¢[C] — 4,0[. On peut supposer que 0 < ¢ < ¢+ ¢ < d. Pour

|z] <€, on a

fle+2)= Z an(c+2)" = Z a, Z(g)c"*kzk
n=0 n=0 k=0
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oo n
On doit donc montrer que la suite bye® est bornée, ot by, = > a, (k)" . Or pour tout k < n, on a
n=~k

o0
Par suitz €*b, < 3 an(c+ €)™ qui est le reste d’une série convergente car f est DSE(0). O
n=~k

Théoréme IV.3. Soit f: I — R une fonction développable en série entiére en 0 et soit r > 0 tel que
o0
Vz el —rr, f(z) = Zanz"
n=0

Alors f est C° sur | —r, 7| et

() (o
Vn e N, a, = 1(0)
n!
En particulier, les coefficients a,, sont uniques.
Démonstration. C’est une conséquence immeédiate de Théoréme 4.7 et de la Proposition. O

Remarque. Attention, il existe des fonctions C'°° qui ne sont pas développables en série entiére. Par exemple,

la fonction
O0siz <0
f(x) =
e Vrgig >0
appartient & C°(R) et vérifie f(™(0) = 0 pour tout n € N. Mais cette fonction ne peut pas étre DSE en 0,

sinon o aurait

pour tout x proche de 0, ce qui est impossible puisque f n’est pas identiquement nulle au voisinage de 0.

Théoréme IV.4. (Formule de Taylor avec reste intégral.) Soit 7 un intervalle ouvert R et soit ¢ € I. Supposons

que f € C"*L(I), alors pour tout x € I

(k) (g
) =3 L) b 4 R @)

k!
k=0

avec

@ p(nt1)
Rn(:c):/ fT(t)(:z:—t)"dt

Théoréme IV.5. Soit f: I — R une fonction C* et soit x¢g € I. Alors f est DSE en z¢ si et seulement si il
existe 7 > 0 tel que

T pr(n+1) t
YV €lzg — 1,10 + 7, llgl ) o ®)
xo *

(x —t)"dt =0

Corollaire. Soit f : I — R une fonction C°°. On suppose qu’il existe M > 0 tel que

Vn e N,z e I,|f™ (z)| < M™
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Alors f est DSE sur 1.

Exemple.

Les fonctions sin et cos sont DSE sur R.

FIN.
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