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Analyse Série numérique 2

Premiére partie
Série numérique

1 Généralités
Définition. Soit (u,,) une suite numérique, on appelle série de terme général u,,, que ’on note > u,, la suite :

n
S,L=Zuk:uo—|—u1+...+un
k=0

n
Convergence. Soit Y u, une série numérique, on dit que la série > u,, converge si et seulement si : lim > wuy
k=0
existe et est finie. On note, Y u,, convergente. Dans le cas contraire c’est a dire si la limite n’existe pas ou (infinie)

on dit que la série > wu,, diverge et on note > u,, diverge.

Somme de deux séries. Soient Y u, et > v, deux séries numériques, on définit la somme de > u,, et > vy,

par > (un + vy).

Multiplication par un réel. Soit A € C et > u, une série numérique alors A u, est la série de terme

général \u,,.

Théoréme 1.1 (Condition nécessaire). Soit Y u, une série numérique. Si > u,, converge alors lir}rl U, = 0.
n—-+00

Exemple. > i 1 c’est la série de terme général u,, = % = lim =1 # 0. Donc ) u,, diverge. L’inverse
n n

t f la séri — di .
est faux, la série > T iverge

n
Démonstration. > wu, converge est équivalent a dire qu’il existe | € C tel que lim Y ur = [. Ainsi on a
k=0

n n—1
Spn=> up—=letSp_1=> up—1
k=0 k=0
n n—1
=85, —Sp—1= > ug— Y up=u, >1—-1=0=u, — 0.
k=0 k=0

2 Série a termes positifs

Définition. Soit > u, une série numérique. On dit que la série ) u,, est & termes positifs si IN, n > N, u,, > 0.

Remarque. Dans I’étude d’une suite numérique on peut supprimer un nombre fini de terme. En effet si > u,,
n

n
est une série numeérique, on a S, = >, =ug+ur +...+uny+ Y. ux (N est fixé indépendamment de n).
k=0 k=N+1
Comme lim S,, existe et est finie si et seulement si lim I, existe et est finie alors l’étendu »_ w,, est équivalent

alétude de > wuy,
n=N

Théoréme 1.2 (Série & termes positifs). Soit > wu, une série a termes positifs. Alors > u, converge si et

n
seulement si il existe M (indépendant de n) tel que | > wug| < M.
k=0
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n
Démonstration. On pose S, = > uy :
k=0

n+1 n

Sn+1_Sn:ZUk_Zuk:un+120
k=0 k=0
= (5),) est une suite croissante, et donc S,, converge si et seulement si la suite .S,, est majorée.

& 3IM, S, = 3w, < M.
k=0

Série de méme nature. Soit Y u, et > v, deux séries numériques. On dit que > u, et > v, sont deux

séries de méme nature si > u,, converge si et seulement si ) v,, converge.

Théoréme 1.3 (de comparaison). Soient Y u, et Y v, deux séries numériques & termes positifs tels que

0<u, <wv,:
1. Si > v, converge alors Y u, converge.

2. Si Y u, diverge alors > v, diverge

Démonstration.
n n
1. On sait que Y up < Y vk
k=0 k=0

> vy, converge = IAM, > up < M, Vn.
k=0

n
= > up < M,Vn(voir le théoréme sur les suites & termes positifs).
k=0
n
2. > uy diverge = Y uy n’est pas majorée > u, converge.
k=0

n n n n
= lim Y up =400 = 4oo=lim > ug >lim Y, vp=lim > vx = +00
k=0 k=0 k=0 k=0

Théoréme 1.4 (d’équivalence). Soient Y u,, et > v,, deux séries numériques & termes positifs. On suppose que

u
lim — = 1(uy ~ vy,)
Un
Alors > uy, et > v, sont de mémes natures.

. .u
Démonstration. lim — =1 = 3Cy, C; tel que Co.v,, < uy, < Cr.0p
,U’IL
W U
En effet lim — =1 & Ve > 0,3N,n > N,|— — 1] < ¢
Un Un,

L U U

En particulier pour € = %,EIN,n>N,f% < v—n -1< % =>n> N% < vl < % = %vn < Up < %vn,n> N.
n n

Ainsi u, < Cyv, ainsi si Y v, converge alors > u,, converge.

1 1
Théoréme 1.5 (Série de Riemann). Soit la série de terme général u, = — (o € R) On appelle Y — série de
n« ne

Riemann qui converge si et seulement si o > 1

Démonstration. Pour a <0

1 _ . . o1 1 g .
=n"%— +oosi a<0et1sia=0.Ainsi — ne converge pas vers 0 = ) - diverge si a <0
n

a n
1
Pour o > 0 La fonction Fy, () = — est décroissante.
n+1 1 n+1 1 nf-l 1
f ~dx < f —dx < f —dx
n o n+1 R n ne
1 ntl g
- —d il
n+1%~ ,fL ga =
1 Bl 1 a1 n kil ] n
= ——7 < —dr < — = < —dx < =
k+1a_k . x_ka k§1k+1a_k§1k‘[xa x_kglk
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N Zn: 1 "fl 1, i 1
—dx il
=i k+10 T ) e T S ke
nooo 1 (n+1)~ott—1 =2 1 |
= — 1
k§1k+1(){ — 7C¥+1 _kz:::lka SlOé;'é
n k+1 1 2 1 n+1 n+1
Yo f dr=[—det..+ [ —de= [ —du
k=1 k T 1 n
n+1 n n
: ) L _ jz=tlntl 1 (nt+1) -1 1
Sta#1: [ =[5l = X s S Cam S Lk
1 k=1 k=1
n+1 n n
Sia=1: [ 1=[n@)"" = kzlk—il <lIn(n+1) < kzli
1 = =

Pour a =1 ou 0 < a < 1 alors la suite diverge et si a > 1 la suite converge.

Proposition. Soient Y u, et Y v, deux séries numériques :
1. Si > u, et > v, convergent alors A>  u, + 8 v, convergent VA, 5 € R.
2. Si Y u, converge et > v, diverge alors > u, + Y v, diverge.

3. Si Y uy et Y v, divergent, alors on ne peut rien dire pour > u, + Y vp.

3 Critére de convergence

Critére d’Alembert

. [ .
Théoréme I1.6. Soit Y u, une série & termes positifs. On suppose que lim ntl existe. On pose [ =

n—-+oo U,

. Un+1
lim 1l Ona:
n—-+o0o Up,

1. Sil < 1 alors ) u, converge.
2. Sil > 1 alors Y u, diverge.

3. Sil =1, on ne peut pas conclure.

U
Preuve. Onposel = lim Untl o e > 0,3dN,n > N, |un+1 —l|<e&Ve>03N,n> Nl—e < L < e
n—+00 Uy Uy, Uy,
Supposons que [ < 1 (¥)
1. On fi i n+1 n+1
. On fixe € assez petit tel que [ + e <1 S u < S (4PN luy,,
D’apreés (*) Untl o (l+¢€),Yn>N k=N+1 n+’f=N+1
Unp, _ k—N-1
= Upp1 < ((+)uy, < (14+6)%up_1 < (I+€)3u, o <~ UN+L k:%jﬂ(l +e¢)
_ -N

S Nuy = U1 nZ (I+e)p

Up < (U4 €)up—1 f:ljv_N_l

Un—1 < (I 4 €)tn_2 = UN+1 p;o (I 4¢P

41 —N

UN+1 S (l + G)UN nZ m S UN+1 nz (l + C)p

Vn >N :up <1+ Nuy k=N+1 p=0 -

n—1 N n+1 1 ko 1—x +

k=0 k=0 Nk:N+1 ko 1 gpk+l ko 1

. n+1 . n+1 — = li — :
lm > wp=> up+ lm > ug l:1x 1—x k—yfool;,m 11—z >
n=+00 =0 k=0 noFo0 kN1 0<z<l1
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n+1 -1 B
Donc > wup—unpi——carl=e<1 unt1 > (I = €)uy
k=N+1 (l+¢€) s > (L — N
2. Si 1 < 1 en choisissant un € assez petit tel que ' N
> _ n-N _
l +e> l nBI-&r-l Un+1 Unp ngg-loo(l 6) +00 car
l—e>1

D’aprés (*) = upti > (I — €)uy,
Donc Y u, diverge si I > 1.
Unp, 2 (l - 6)’U/nfl

Critére de Cauchy

Théoréme 1.7. Soit Y u, une série numérique a termes positifs. On suppose que hm /u,, existe. On pose

= lim /u,.Ona:

n——+oo

1. Sil < 1 alors Y u, converge.
2. Sil>1 alors > u, diverge.
3. Sil =1, on ne peut pas conclure.

Démonstration. lim u, =1<Ve>0,IN,n> N, — €< u, <1+ ¢e(*)

n—-+4oo

1. Sil<1l,onfixee>0,telquel+e<I
Par (*) ung(l—ke)",VnEN
:>Zukf2uk+ Z Uk

k=0 k=N-+1
n n—N-—1 (l + 6)N-‘rl
= Z up <Y, (I+eF = (I4+eptN+l 5~ 2 _carl+e<l
k=N-+1 k=N-+1 p=k N1 1—(l+e)
p:

= > u, converge.

2. Sil > 1, on fixe € > 0 assez petit tel que | —e >

Par (*) = up, > (l—€)"= lim u, > lim (I—¢)"=+ococarl—e>1

—+00 n——+00

Donc > w, diverge.

4 Série absolument convergente
Définition. Soit ) u,, une série numérique. On dit que la série Y u,, est absolument convergente si et seulement
si la série > |u,| converge.

Remarque. Pour une série a terme positifs, il n’y a pas de différence entre convergence et absolument conver-

gence.

Théoréme 1.8. Soit > u,, une série numérique si > |u,| converge alors > u,, converge c’est & dire une série

qui est absolument convergente est convergente. En général 'inverse est faux.

(= )

1
| = > — converge. Donc elle est absolument convergente.
n?

( )

Exemple. Z( ),Z|
( )

1
Soit 0 < a < 1 Z | = Z — diverge. (série de Riemann) Or le critére d’Abel nous dit le

Z I~

contraire (admis).

1
Théoréme I.9. Soit |I| < 1 la série > I™ est absolument convergente et ona: y 1" = ——

-1
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1|yt

o —Lcar|l| < 1 donc la série est absolument convergente.

400
Démonstration. Y |I|F = =7
k=0

L 1 1
Sk = — car [I"T| = 0 car |I] <1
E=0 1-1 1-—-1

Série a valeurs complexes : Soient Y u, une série avec u, € C. Comme u, € C < Ja,,b, € R,u, =
ap, +ibp = D> up => an +1>, by
Donc une série a valeurs complexe c’est la donnée des deux séries a valeurs réelles . Donc étudier une série

& valeur complexe revient & étudier deux séries & valeur réelles.
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Deuxiéme partie
Intégrale d’une fonction continue

5 Subdivision

Définition. Soit un segment [a, b]. On appelle subdivision de ce segment toute suite finie
a=qp<a1<ay<..<ap1<ap=>

Le pas de cette subdivision est le plus grand des a;11 — a;. Soit ¢ et ¢’ deux subdivisions de [a,b]. On dit que
o’ est plus fine que o si pour chaque 4, on peut trouver j tel que b; = a; autrement dit si o’ découpe plus

lintervalle [a, b] que ne le fait o.

Propriétés. L’union de deux subdivision est une subdivision.

6 Fonction en escalier

Définition. Soit [a,b] un intervalle et f : [a,b] — C on dit que f est une fonction en escalier si et seulement si
il existe une subdivision o = (ag, a1, ..., a,) de [a, b] telle que f soit constante sur chaque intervalle |a;, a; 1], =

0,...,n—1.

Propriété. Toute fonction en escalier est bornée car f prend un nombre fini de valeur (les constantes sur

chaque intervalle et f(ao), f(a1), f(an))-

Notation. Soit [c,d] un intervalle. On note 1. 4 la fonction définie par :

R—R R—=R
l[c,d] : et
= lpeq(z) = 1siz € [c,d lie,qg = 0six ¢ [c,d]

Lic,q est appelé les fonction indicatrice de l'intervalle [c,d]. Si o(ao,...,a,) est une subdivision de [a, b]. Alors

toute fonction en escalier f s’écrit sous la forme :
n—1
f(x) = Z ail[ai,aqy+1] (x)
i=0

Exemple.
f(@) = T0,01(2) + 1y1,29(2)

siz e (0,1): f(z)=1
f(x) =1p3(@) + 2.11,2)(%) +41p25(x) = { siz e (1,2) :]f(z) =3

size (2,3): f(x)=5
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Ainsi f(z) = 1j0,1)(2) + 3.1)1,2)(%) + 5.1j2,3)(z) Donc f est une fonction en escalier sur [0, 3].

7 Intégrale d’une fonction continue

- =

Unité d’aire. Dans un repére orthogonal (O, 4, j) 'unité d’aire (U, a) est I'aire du rectangle.

Définition. Soit f[a,b] — R une fonction continue et positive soit C'y sa courbe représentative dans un repére
orthogonal (O, ;,j) On appelle intégrale de la fonction f sur lintervalle [a, b] Iaire de la partie du plan E situé

entre la courbe C et ’axe des abscisses.

On les note jlzf(q:)dx =aire(E). E = {(z,y) e R1,0<y < f(z),2 € [a,b]}.

Propriétés. Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions continues et positives. On a :

1. fbf(x)dx >0

2. fb(f(ﬂf) + g(x))dx = fbf(w)dl‘ + fbg(x)dl“
3. fcf(sc)dm—i—ff(x)d:c = fbf(x)da?,Vce [a, b]

Intégrale d’une fonction continue négative

Définition. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et négative. On définit I’intégrale de f sur [a, b] par :

b b
[ t@de = [15@)ds

Théoréme IL.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On pose :

fiia o L@

. f@)—|f(=)]
foiw— L)@l

Ona:
1. Les fonctions f, et f_ sont continues sur [a, b].
2. f(z) >0,V € [a,b]
3. f_(z) <0,Vz € [a,D]
4. f(z) = f+(2) + f-(2),Vz € [a, b]
5. f1(z) = maz(f(x),0), Yz € [a, ]

6. f_(z) = min(f(x),0),Vz € [a,b]

Démonstration.

1. f(z) est continue par hypothése et donc |f(x)| est continue. Donc fi () et f_(z) sont continues.
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2. a<|a| et —a <|al

= f(@) < |f(@)] et ~f(z) < |f(@)
(G N G R 1

= fy(x)>0et f_(x) <0
3. a <la| et —a < |a

= [f(z) <|f(z)| et —f(z) < |f(x)
N f(w)—Qlf(w)l <0 et If(x)\+f(x) >

= f+(x) = 0et f () <0
[f@)+ f(x) | flz) = [f(2)]

>0

4 fiw)+ o) = DRI SRR
5. fu(z) = %—max(f(x),o)
6. f,(x)zwzmm(f(w)ﬁ)

Définition. Soit f : [a,b] — R lintégrale de f sur [a, b] est par définition :

/bf(fv)dfﬂ /bmax(f(w)vo)dfv+/bmm(f( );0)d

On appelle l'intégrale d’une fonction l'aire algébrique d’une fonction.

Théoréme I1.2. Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions continues et ., 5 € R. On a :

1. fbaf(x) + Bg(z)dz = afbf(ac)dm + beg(x)dac
2. fbf(x)da:: fcf(x)derfbf(x)dx Ve € [a, b]

b b
3. Si f(z) < g(x) Vx € [a,b] alors [ f(z)dx < [ g(x)dx

4. [ f@)de = — [ fla)d
a b
b b
5.1 [ f(@)de| < [|f(x)|dx
b
6. | [ f(z)dx| < (suplf(z)|)|b— a

7. Si f(z) >0et ff(x)dx:Oalors f(z) =0Vz € [a,b]

Démonstration.
1. Résulte de la définition des intégrales

2. Résulte de la définition des intégrales
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b a
4. D’aprés (2) : ff(x)dx—i—bff(x)dx =

5. Comme f(z) < |f(z)| et —f(x) < |f(x)| alors d’aprés (3) = fbf(x)dx < fb\f( )|dz et —ff Ydz <

b
J1f(@)ldz
b b
= | [ f(z)dz| < [|f(z)|da.
b b b
6. | [ f(z)dz| < [|f(z)|dx < [ supl|f(z)|dx = sup|f(x |fdfv = (b—a)sup|f(z)|
7. Supposons 3zg € [a, b] tel que f(z) # 0 Comme f est continue en x. € = f(;co) ,An >0,z —xol <np =
D) < ) o) < L0
= 3> 0 e a0l <, 78 < pa).
b To—" To+n b z4n f(x ) zo+n
= [f@)de = [ flx)dz+ [ f(z)de+ [ f(z)de > ff Jda (car f(z) > 0) = J v =
a xTo—"n a r— ZTo—"n

@(%-H?— (o —mn)) =nf(zo) >0

b
ceci contredit I'hypotheése [ f(x)dz = 0. Donc Vz € [a,b], f(z) = 0.

8 Primitives

Définition. Soit f : [a,b] = R On dit que : F : [a,b] — R d’une primitive de f si et seulement si F'(z) =
f(x) Ve € a,b]

Théoréme I1.3. Si Fi(x) et Fy(z) sont deux primitives de f : [a,b] — R alors il existe une constante C' tel que

Démonstration. On pose G(z) = Fi(x) — F(x)

G'(z) = Fi(z) — F3(x) = f(z) — f(x) = 0,V € [a, ]

= G'(z) = 0,Vz € [a,b], le théoréme des accroissements finis = G(z) = G(a),Vx € [a, ]
= Fi(z) — Fa(z) = C(a) = constante

Théoréme I1.4 (Théoréme fondamental de I’analyse). Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On définit
F:la,b] > Retz— [ f(t)dt
Alors F est dérivable et F'(z) = f(x),Vz € [a, b]

zo+h o
[ f@)ydt— [ f(t)de
Démonstration. On fixe zy €]a, b : |F(:CO + h})L = Flao) _ flzo)| = |—= - 2 — f(=o)]
zo+h B B zo+h zo+h
f t)dt + f f)dt — [ f(t)dt J ft)dt + f(zo) f dt I 1f(t) = f(zo))dt

E ==

—— — f(w)| =] -

< supl (1) — f(ao)] = 0 = Jim TEFW I pipy — pia)

h |
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T

Corollaire. Si f : [a,b] — R est continue alors F(z) = [ f(¢)dt est une primitive de f et toute autre primitive
a
de f s’écrit :

/f(t)dt + cte

xr
Remarque. [ f(t)dt s’appelle la primitive de f(x) qui s’annule en z = a.
a

Théoréme IL.5 (Théoréme de changement de variable). Soit ® : [a,b] — R dérivable et f : [¢,d] — R une

fonction continue. On suppose que ®([a,b]) C [c, d]

Alors : [ f(t)dt = [ fo®(t)®'(t)dtVx € [a,b]
P(a) a

@ (z) b

En particulier : [ f(t)dt = [ fo®(¢)P’(t)dt
P(a) a

Remarque : L’hypothése ®[a,b] C [c,d] assure que la fonction fo®(t) est bien définie.

Démonstration. On pose F(z) = <I>j’z)f(lf)dt et G(x) ffo@(t)q)’(t)dt. Soit K(z) = [ f(t)dt,K'(z) = f(z)
P(a) a

F(z) = K(2(z))

Fl(z) = K'(2(2))®'(z) = f(®(x))®' (x)

G'(x) = fod(z).9'(z) = F'(z) = G'(x),Vx € [a,b] = F(z) = G(z) + cte = cte = 0 comme F(a) = G(a) =0

Donc F(z) = G(z)Vz € [a, D]

Théoréme I1.6 (Théoréme de la moyenne). Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors Jc €]a, b[tel que :

b
Démonstration. Soit F : [a,b] — Ret z — [ f(t)dt
On sait que F est dérivable et F'(x) = f(x) D’aprés le théoréme des accroissements finis. Ainsi 3¢ €]a, b[ tel

_ fbf(t)dt—f f(t)dt b
w = F'(c) done FH=1a) — = 2 = f(e) = £ [ f(t)dt = f(c)

que : —
b
Théoréme IL.7. Soit f : [a,b] — R et F une primitive de f. Alors [ f(¢)dt = F(b) — F(a)

b
Démonstration. On sait que toute primitive de f est de la forme [ f(¢)dt + cte = 3 ctec telle que F(z) =

a
x

[ ft)dt+c.
F(b) — F(a) :fbf(t)dt+c—(faf(t)dt+c) :fbf(t)dt

b
Remarque. f f(t)dt est indépendant de la variable ¢. On l’appelle variable muette.

Théoréme I1.8 (Théoréme de l'intégration par partie). Soit f,g : [a,b] — R deux fonctions dérivables. On a :
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Démonstration Comme (fg)'(x) = f'(x)g(z) + f(x)g'(x) alors f(x)g(x) et une primitive de f'(x)g(z) +

g'(z) f(x). Donc ff ) +¢'(z) f(x)dz = f(b)g(b) — f(a)g(a)

Théoréme I1.9. Soient ¢ : [a,b] — R dérivable et f : [¢,d] — R une fonction continue. On suppose que
é(x)

o([a, b)) C [c,d]. On définit : G(z f f(t)

Alors G est dérivable et on a : G’( ) = fog(x).¢'(x) Vx € [e,d].
Démonstration. On pose : F(z) = [ f(t)dt donc G(z) = Fog(x)

L’hypothése ¢([a,b]) C [c,d] = la fonction Fog est bien définie. Donc G est dérivable car F et ¢ sont dérivables.
G'(z) = (Fog)'(z) = Flop(x).¢'(z) = fod(x).¢/ (x).

9 Primitives usuelles

Fonctions Domaine Primitives
e a#0 R % + cte
1 x>0 In(x)
-1 x <0 In(—x)
m 1
™ om #£ —1 x>0 g
mn+1
" ne’ zeR ]
cos(x) reR sin(x)
sin(zx) zeR —cos(x)
cos%(z) x e] B %’ g tan(m)
7;'((;”)) z € domaine | In|u(z)
11_$2 lz] <1 arcsin(z)
ﬁ zeR arctan(x)
Méthode de calcul intégral
IPP. Voir maths spé ou fonda ou outils maths.
Exemple : Calculer les primitives de zcos(z) : [ tcos(t)dt = [tsin(t)] — [ sin(t)dt = xsin(z)+cos(x) = xsin(z)+

cos(x) + cos(t)

Remarque : Pour calculer les primitives de z™cos(z) ou 2™e® on fait une IPP.

Décomposition en éléments simple. Voir Maths fonda ou Algébre.

1 1 A B
_— herche A et B tel : =
(r —a)(x —b) On cherche 4 e ¢ que (r—a)(x—b) x—a x-—0>

On trouve les coefficients en multipliant par (z — pole).

On veut calculer les primitives de

On veut calculer la primitive de f(z) = m, a#0
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— Si A = 82 — 4y > 0 alors on peut écrire : az? + Bz +v = oz — a)(z — b)
1 1
fx) =

Tise 1 c e
—a(x e On utilise les primitives de 7(93 e p—

— Si A =% —day = 0 alors az? + Br + v = a(z — a)?

Donc f(z) = = [ f(t)dt = 1 + cte

_
a(l —a)? alx — a)

—SiA:B2—4a'y<O,f(x)=m

B2 1 Yy =alat oy - (L

En général : ax® + Bz +v = a(2z? +
—B2 + 4oy
402

B \2
2

On pose A? =

2 2 p I 1 B 1 7
)24+A%) = aA [(Z( +W].Aln51f7dt—f dt =

1 1 1 1
2f 1 =/ 2 dt = 2f
aA 2(t—|—£) 1 at? + Bt + v aA A—Q.(t—f—ﬁ)Q—&—l
A 5 «

Changement de variable y =t + dy =dt

ar’+Bz+y = a((z+-—

1 1 1 1 A4 22 1
A2fA—2y2+1dy: Adz = —

aA? J Z2+1 aA Z2+1
d
Changement de variable z = A~ 1y, dZ =A"!
Y
arcta (1( + 5))+cte
= — arctan(— —
aA A

Théoréme I1.10. Soit f(z) = avec 32 — 4ay < 0 Les primitives de f sont :

ax? + Br+v

1 1 v/ —B%+4
— arctan + b )) + cte avec A = W
a

aA (Z(
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Troisiéme partie
Formule de Taylor

10 Fonction de classe C*

Définition. Soit f : [a,b] — R on dit que f est de classe C! si et seulement si f est dérivable et f’: [a,b] — R
est continue.

On dit que f est de classe C?, si f/ est de classe C*.

En général , on dit que f est de classe C* si f/ est de classe C*~1 C’est a dire f est k fois dérivable et sa dérivée

k —ieme f(¥) est continue.

11 Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C" 1. Pour tout x,z¢ € [a,b] , on a :

) (g () (g T(x—1t)"
f(@) = f(xo) + f/(xo)(x — z0) + ... + ! kk(' 0)(x—xo)k + ..+ ! n( o) (x—z0)"+ [ Qf(”ﬂ)(t)dt.

En particulier si o =0 ,on a: f(z) = Z " )(0) zk + f (m oM f("+1)( )dt
k=0
Preuve (par récurrence).
— Pour n=0: f(z) = f(xo) + f f/(t)dt (pour n=0, c’est le théoréme fondamental de I’analyse)

On suppose que la formule de Taylor est vraie pour f € C”

) (a
Cest adire f(z) = f(xo)+f (300)(96—960)+f kk(, O)( zo) ...+

f(n 1)( )((L' ‘,Eon 1_,_]‘ )

(1)l I f ey

— SifeCo™ alors g = f € C’”, on applique ’hypothése de récurrence a g : g(y) = g(zo) + ¢'(zo)(y —

(k‘)( ) (- 1)( ) -t
g o g Lo _ n—1 Yy () (£)dt
% gk) (20) k
On intégre entre z( et a:fg Ydy = fg T dy+fg zo)(y —xo)dy + ...+ [ T(y—sco) dy+ ...+
x0 xo xo xo °

(n+1) T Y _ 4\n—1

g (o) —1 (y—1) )

I Yy — xn)1d M dM(Hddy.
T (y — o) y+z{(m{ T (t)dt)dy

— Comme g = f’ alors f est une primitivede g: [ g(y)dy = f(z) = f(z0) = g(x)(xfxo)+g’(xo)[W]§o+

Zo

(k) IRV EE| (n+1) _ z n—1
-+ k;(!%) & kiO)l 2, 4+ g(n - (S?) =z f f ) g™ (t)dtdy .
— Comme g = f' alors g(¥) = f+1) . () . (n)
T — x0)? T (xg) (x — 29)F ! "Naxg) (x — x20)™
Fa) — f(z0) = f’(zo)(x—xo)+f”(zo)< 0) P f (o) ( 0) +...f (o) ( 0) n

2 k! (k+1) n—1)! n
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F =" pen )ty

o o (n - 1)!
T — 10)2 (k+1) ( () (g T Y
= Pan) s+ an) b F ) (ot E o OO e )ty
T N O e Fle=t" :
On 1ntegremj(;mf0 (y(ni)l)! f¢ +1)(t)dtdy:m{ %f( ) (t)dt. (voir TD)

Corollaire. Soit f : [a,b] — C est une fonction de classe C"*1. Alors Vr,z9 € [a,b] on a : f(x) =

32 L0 o ey D sty e —
0 n:

& w

n (k)
Preuve. On sait que f(z) = ! k('l“o) kg f f("+1)( )dt.

k=0 '

Pour simplifier on suppose que zg = 0
r (iC - t)n (n+1) ' (n+1) ' (1 — y)n (n+1) n+1
of Tf (t)dt On pose t = yx (x est fixé). of f (yz)zdy = { Tf (yx)dyz™ ! =
1 1—¢#)"
S ( ) FOrD (t)dtan
0 n!

Corollaire. Soit f : [a,b] — C est une fonction de classe C"*1. Alors Vr,z9 € [a,b] on a : f(x) =

n (k) 1 _n\n
2w A

Théoréme IT1.1. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C™*1. Soit M,, = sup|f™*T1(t)| on a: Vg, z € [a,b].

= %) (xo) K |z — @o|" !
_ _ < = 200
};0 (@ ao) s Ma=am ey

Preuve. On sait que :

n (k) 1 _ AN
f(z) — kgo ! k(!afo) (x —20)F = { uTt)f(n-%l)((l —t)wg + ta)dt(x — x9)" Tt
n (k) 1 n _ f\n+1
@) = 3 Lo — < sunlgo D) [ St — ol = Moo = o -S =) -
|z — zo|" !
YAl
" (n+1)!

12 Formule de Taylor avec une fonctions a valeur réelles

Si f:[a,b] — R est une fonction de classe C™ 1. Alors Vg, x € [a,b] il existe ¢ entre x et x¢ tel que :

"R (g T —
fl@)=>" ! k(' O)(J: —x0)" + (@ =z o +Oi) o (e)
k=0

Remarque. Pour n =0, on obtient : f(x) = f(zo) + (x — x) f'(c) C’est donc la généralisation du théoréme

des accroissements finis.

Remarque. On rappelle que le théoréme des accroissements fini n’est pas valable pour une fonction f a valeur
dans C En effet :

f:la,27] = C,t — e = cos(t) + isin(t)

f'(t) = —sin(t) + icos(t) = i(cos(t) + isin(t)) = ie'
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') =1 = f'(t) # Ovt € [0,27]

Donc le théoréme des accroissements finis ne s’applique pas a f.

x— n+1
t) (.f _ t)k _ ((ni)l)|

Preuve. On définit ¢(t) = f(z) — zn: 1 A, ici z est fixe, ¢ est la variable et A une
constante. =

Comme f*) pour k de 0 & n sont dérivables (car f € C"*1) et t — (x — t)* est dérivable. Alors ¢ — ¢(t) est
dérivable. ¢(z) = 0 On fixe la constante A tel que ¢(xg) =0

D’aprés le théoréme de Rolle il existe ¢ entre xqg et = tel que ¢'(c) = 0.

n (k+1) n (k) T — )"
gbl(t) — _ Z f o (t) (l‘ _ t)k + Z f k'(t)k(x _ t)k—l + (n + 1)( t)
k=0 . k=0 :

= (n+ 1!
_ Xn: f(k+1)(t)

A

(l‘—t)k—i— i f(k)(t) (x—t)k_1+ (Z‘—t)"A

k=0 k! =1 (B —1)! n!
_ R 210 b1, O SO (@—t)n

e

¢/(C) — 0 7f(n+1)( )(ZE ;'C)" B (1’ ;‘C)WA S0 A= f(n+1)(c)
_ FOW e @
o(t) = f(z) — kE A (x_t)k_mf( (e)
Comme ¢(x0) =0<
(k) T T —1 n+1
flz) = Z:I ! k(, 0)(rc —x0)* + Wf<n+1>(c) =0.
n (k) T T — 0" 1 T —1

< Jcentre zg et z tel que f(x) = kgo / k(' 0) (x —z0)* + ( 0 +Oi)!+ ( @ +0i) FOED ().

Remarque. c est un point entre zg et © <t € [0,1]/c = (1 — t)xg + ta.

Corollaire. Soit f : [a,b] — R est une fonction de classe C"*1, alors pour tout zg,x € [a,b],3t € [0,1] tel

que :

n e(n) T T—x n+1 n
J@) = 32 5 (o — o) + BT SO (L = o + ).
=0

En particulier si 29 =0 € [a,b] , on a :
n (k) n+1 n
J@) = 3 S+ g ) ().

13 Formule de Taylor - Young

Soit f : [a,b] — C une fonction n-fois dérivable sur [a,b]. Soit zo € [a,b], on suppose que f(™) est dérivable au

point xg. Alors on a :

() (g
@) =3 T8 o)+ ol = )
k=0

Preuve (par récurrence). Initialisation : n = 0, Phypothése f est dérivable en xy. On pose e(x) =
f@) = f@o) _ f'(zo), x # xg et e(xg) = 0.

T — X0
f(@) = f(zo) + f'(z0)(z — z0) + (z — zo)ex, lim ez = lim [@7]””’) f'(xo)] =

T
On suppose que la formule de Taylor est vraie Jusqu ’a (n — 1). On applique la formule de Taylor & g = f’
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o fR g .
fl(z) = kX_:O T(w —20)* + (x — z0)"e(x) avec zlggo e(x) =0.
a n f(k+1)x0
s fl(t)= > ————(t—20)* + (t — 29)"€(t) avec lim =0
k=0 k! t—xo
z n (k+1 z T
= [ ft)dt=Y f |$° [t —zo)Fdt + [(t — x0) e(t)dt.
) k=0 k! zo 'co
n fOH D k+1
—~ =y Dz - + [t - t)dt
f(@) = f(zo) 1;::0 (k+1)! (z — ) T{ zo)"€(t)
f" (o) F D () 1 7
! _ _ 2 _ n+1 _ n
= f(xo)(x — x0) + 5 (x —x0)2 + ... + e (x — z0) SrErm T ng(t xo)"etdt
. 1
On pose é(x) = CErA f Yetdt
1l reste donc & prouver que lim é(x) = 0. On sait que lim e(t)=0&Vh>0,39n >0t —xo| <n=le(t)| <h
T—To —To
T —T n+1
| f t —x0)%e(t)dt| < hl f [t — xo|™dt|V|z — x| < < h%
z B h h
_ nt1 |z—zo|" Tt _
:>|( n+lf dt| |()| <n+1|x wg|n+1*n+1

h
Conclusion : VA > 0,39 > 0, |z —zo| <n = |é(z)| < —— & lim é(z) =0

n -+ 1 T—xo

14 Applications des formules de Taylor

On applique la formule de Taylor a f ( ) ln( +x)

2 1(1— )2
f(@) = F(0) + F/(O)z + £/(0 +f D2 1O (ta)dtar? —x——+g‘ o7 2

5 dta? >x—ﬁ car

2 I+t = 2

(1—-1)2 2

5 dtz® >0

O%»—-

tz)?

(1+
1
1 —t)%dta? — < 1,Vt>0 0.
+0f( )idtx® car Ty =V >0,z >

2

x
<z--
2
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Quatriéme partie

Somme de Riemann

Définition. Soit {co,c1,...,cn} une subdivision de [a,b]. C’est & dire ¢y = a < ¢1 < ¢a... < ¢p_1 < ¢ = b.

Soit &o, &1, ... En—1 des points tel que &; € [c1, ¢;41]. On appelle somme de Rieman associée a {cy,...,c,} et f la

somme : X
S{CO o) = 2(0i+1 - Ci)f(&)

Lemme. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C'. On a : |f(z) — f(9)| < |z — y|sup|f'(t)]

x

Démonstration. f(z) = /() = | 1/t = /() = F)| = | | 7' dt|<|f|supf’ )ldt] = [z — ylsupl £/(2)
Y

Remarque. En général si f : [a,b] — C une fonction telle qu'il existe M tel que :

[f(x) = f(y)l < Mz —y|
On dit que f est lipschitzienne. Le lemme précédent montre que si f est C' alors f est lipschitzienne.

Théoréme IV.1. 1. Soit f : [a,b] — C continue. Soit o = {c¢g, ¢1, ..., ¢y} une subdivision de [a, b]. Alors

b n
Ve > 0,3n > 0, tel que si |¢i41 —¢i| < 1,4 =0,...,nalors | [ f(x)dz| — > (cip1 — i) f(&) <e
a i=0

On rappelle que &; € [¢;,¢i41],0 =0,....,n — 1

n—1

2. Si f est C! alors |fbf(x)dx| — > (civ1 — ) f(&) < |b— alsuplf'()].suplciy1 — ¢

=0

Démonstration. On fait la démonstration pour f € C’

b c; c2 ci+1 cn=b n—1 Cit1
[ f(z)dx = _f f(x)dx+ff(:v)dm+...+ f f(z)dz + ... + f f(z)dz. = % f f(z)dx
n—1 n—1 Cif1

;J(Ciﬂ —ci)f(&) = ;0 f f(&)dz

b n— n—1 Ci41 Cit1

= [ 1@y ="S e —eore) =S T et =S et =S 127 (10 - e
b n— Cit1

1 S =S (e — s < 5 T 1) = e

D’apreés le lemme précédent :

[f (@) = f(&)] < |z — &lsupl £ (D))
n—1 n—1 Ci+1 n—1

b Cit1
= | [ f@)de — 3 (cip1 — i) f(&)] < ;O | suplf' (Ol = &ilde = 3 suplf ()] [ |~ &ilde (+).

1=0 1=0



Analyse Somme de Riemann 19

Cit1 & Cit1 Cit1
[ |z =¢&lde = [z —&lde+ [ |z —&|de = —f r—&)de+ [ (x—&)d
c; c; & Cq &i
(x - 51‘)2 & (x - 51)2 Cit1 (Ci - fz‘)Q (Ci+1 - 51‘)2 (Ci - Ci+1)2 (Ci+1 - Ci)2 9
277 |<Si z — < — . —
[ 2 ]ci + [ 2 ]& 2 + 9 = ) + D) |Cz+1 C;
Cit1
= [ lz—&l < (cip1—c)?
' b n—1 n—1 n—1
) = | [ fz)de - Z:O(Ciﬂ —c)f(&)] < Z:O sup| f'(t)|(cip1 — i)? < suleipr — eil( Z:O(Ciﬂ —¢;))suplf'(t)
= suplci+1 — ¢i| (b — a)sup|f'(t)| = 2. du théoréme.
€
D’apres 1. Soit ¢ >0:s0it n= ————
T o= a)ysuplF1(8)]
D’aprés (2), on a :
b n—1 €
dx — i+1 — ) (&) < ") (b— i+l — Ci feiv1 — Gl <= F—< 57 alors:
|C{f(90) x ;::O(C +1—¢) f(&)] < supf'(t)(b — a)suplcipr — ¢ =Sileiyr — il <n & — a)sup| [/ (0)] alors
b _
| [ f(z)dz — Y (civ1 — ¢i) f(&)] < e = 1. du théoréme.
a 1=0

Corrolaire. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On pose ¢; = a + i%=2 pour i € {0,...,n} (n € N*)

b— b— b—
Co = a,C = a,CQ:a+2%7...7cn:b(ci+l—ci): a4
—qn=1 b
Aisni > f(&) = [ fz)d=
=0 a
En particulier :
b—a b—anzl b—a b

1. (flzclza—i—z

)

> fla+ ) = [ f(z)dz (Somme de Rieman & gauche)

n =0 a

b— )b —a "Zl fla+(i+ )b — a) N fbf(z)dg; (Somme de Rieman a droite)

a

2. (51:C1+1:a+(1+1)

b—a
’ ) b—an=l fe ’ b_qgn-1fla+i )+ fla+(
3. (Méthode de trapeéze), &; tel que f(&;) = fle) + flein) a4 > flei) + fleir) = a 3
2 n i=0 2 n i=0 2
f: f(x)dx
b—a ) b—a
. ) . b b—ant flati— =)+ fla+(i+1) (b—a)’
SldeplustC,alorsﬂEIM>0.|aff(x)d:r— - g:o 5 | < o2
Démonstration. On applique le théoréme précédent a la substitution ¢; = a + @ —a) ,i=0,...,n—1
n—1
Exercice. Soit u, = Y n%%, n € N*, Calculer lim u,,.
i=0
n—1
Solution. un:%Z iSmtf [0,,1] = R, x—>1+m,a:0,b:1
i=o0 1t
b—anzl b a 1=l . I |
Zf( ):ﬁ f(k/n) = fzi—un%f da::>hmun=f1+xda:=ln(2)

=0 201_"_7 0
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Cinquiéme partie
Arcs paramétrés

15 Définition et généralité

Rappel. On munit R? de sa borne canonique i = (1,0),7 = (0,1). tout vecteur @ = (a,b) € R? s'écrit

@=ai+bj (a,b) € R¥ uniques, on les appelle coordonné du vecteur # dans la base (f,j).

-,

Soit P le plan affine. On fixe un point O du plan P, on considére le repére orthonormée (O,f,j).

Tout point du plan M s’écrit OM = zi + yJ, (z,y) sont les coordonnées de M dans le plan (O,f,j). On note

X

Y

Définition de la norme. On appelle une fonction norme de R? dans R, toute fonction ¢ : R? = Rt tel que :
1. ¢(z,y) =0 x=0et y=0.
2. ¢(Az, Ay) = |Mo(z,y) VA € R

3. ¢(x+2,y+1) <o(x,9) + 9(2,1) & (w4 2,y +1) = (2, 9) + (2,1))

Exemple. N;:R? = Rt | (z,y) — /22 + y2. Cest la forme canonique dans R2. On note aussi Ny (x,y) =
|[(z,y)ll

Ny : R? = R ) ('Tvy) - mam(“ﬂ? |y|)
1. N(z,y) =0=maz(|z|,|y|) =0< |z|=0et |y =0 2=y=0
2. N(Az, \y) = maz(|Az], [Ay) = maz([A|z], [M|y[) = [\maz (||, [y]) = [AI N1 (2, )

3. Nao((z,y) + (2,1)) = No(z + 2,y + t) = max(|e + 2|, [y + t]) < max(|z], [y]) + maz(|z], [t]) = Na(z,y) +
NQ(Z,t)

16 Fonctions vectorielles

I - R2

t = (2(t),y(t))

Définition. Soit I une partie de R. On appelle fonction vectorielle dans R? toute fonction F :

Remarque. La donnée d’une fonction vectorielle dans R? est équivalent & la donnée de deux fonctions numé-

riques :
I—-R I—-R
T ety :
t— z(t) t— y(t)
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Définition de la limite. Soit F' : I — R? une fonction vectorielle. Soit tq € I. On dit que F admet une
limite tel que ¢ — to. $'il existe un vecteur [ = (a,b) tel que :

Ve > 0,30 > 0,|t —to| <n, ||[F(t) — ]| < e

& Ve>0,3n>0,|t—to| <n = |[F(t) = (x(t),y(t)~(a,b)l| = [|(x(t)~a,y(t)=b)|| = /(z(t) — a)? + (y(t) — b)* <
€. On note lim F(t) = I

t—to

Remarque. Toute les propriétés de la limite (somme, produit par fonction numérique) restent valables.

Définition de la continuité. Soit F : I — R? une fonction vectorielle. Soit tq € I On dit que F est continue
en tg si et seulement si lim F(t) = F(to).
t—to

On dit que F est continue sur [ si et seulement si F' est continue en tout point tg € I.
Remarque. Toute les propriétés de la continuité restent valables (somme, produit par fonction numérique).

Définition de la dérivabilité. Soit I : I — R? une fonction vectorielle et ¢y € I. On dit que F est dérivable
en tg, s’il existe un vecteur [= (a,b) tel que :

F(t) = F(to)

1m == f
t—to t— to

On note | = f = F'(to). On dit que F est dérivable sur I si et seulement si F' est dérivable en tout point tg de

1.

Remarque. Toute les propriétés de dérivabilité restent valable (somme, produit par fonction numérique)

restent valable.

I - R? 3
Théoréme. Soit F : une fonction vectorielle. Etudier la continuité, la dérivabilité de F'

t— (2(t),y(t))
x:t— x(t)
est équivalent & étudier les continuités, les dérivabilités de deux fonctions numeériques :
y:t—y(t)

Rappel. Soit @ = (a,b) et 7= (c,d) deux vecteurs dans R%. On définit la déterminant de (i, ¥) par :
a b
det(u,v) = =ad — be

—

En particulier les familles (@, ¥) est libre si et seulement si det(i, ¥) # 0 On rappelle que (@, ¥) est une famille

libre si et seulement si Vo, 5 € R avec ati + =0« a = = 0.

Définition de la famille libre. et ¥ est une famille libre si et seulement si @ # 0,7 # 0 et 'un ne s’écrit

pas sous la forme d’une combinaison linéaire de ’autre.



Analyse Arcs paramétrés 22

Définition de la base. Une base (@,7) dans R? est une famille libre de R? composé de deux vecteurs.

Autrement dit de vecteur qui forment une famille libre est une base de R2.

Base directe et indirecte. Soit 7, la base canonique de R2. Soit @ = ¢i + dj une autre base de R2

a b
1. Si > 0 alors on dit que (@, ¥) est une base directe.
c d
. a . — = . .
2. Si < 0 alors on dit que (@, ¥) est une base indirecte.
c d

17 Arcs paramétrés

I —R?
Définition. Soit I une intervalle de R et F : une fonction vectorielle. On appelle arc

t— (x(t),y(t))
paramétré que 1'on note C 'ensemble {(z(t),y(t)) € R?,t € I}. Donc c’est I'ensemble des points du plan M (t) =

(x(t),y(t)) lorsque ¢t € I. On dit que t — (x(t),y(t)) est une représentation paramétrique de la courbe C.

t — (cos(t), sin(t))
Exemple. La représentation paramétrique d’un cercle est

t €0, 27]

Remarque. En général il y a plusieurs représentations paramétriques d’une courbe C.
Exemple. f:x €I — f(z) € R une fonction numérique. La courbe C associé & f est C, = (x, f(z)),x € I.

I - R?

- - —

Représentation géométrique. Soit (0, 4, j) orthonormé. Soit (I, ﬁ) un arc paramétré. F :
t— (x(t),y(t))
On considére le point M (t) de coordonnées (z(t), y(t)) dans (0,7, ) c’est a dire OM (t) = z(t)i + y(t)].
Etudier la courbe C associé & I'arc paramétré (I, F) est équivalent a étudier le mouvement, du point mobile M ()
par rapport a t
1. C est appelé la trajectoire du mouvement.

2. F'(t) cest la vitesse de M a linstant ¢.

3. F"(t) c’est I'accélération de M a linstant ¢

. o lI=Rr?
Définition (Point double). Soit (I, F), F : un arc paramétré. Soit M (¢) le point tel que

t— (z(t),y(t))
F(t) = (x(t), y(t)) = OM(t).
x(ty) = x(t2)

y(t1) = y(t2)

On dit que M est point double s’il existe t1,to € I,t1 # t5 et

c’est & dire M(tl) = M(tg),tl 75 t2
En général, on dit que M est un point de multiplicité K s’il existe t1,%2,...ty, € I avec t; # t; pour ¢ # j et
M(t1) = M(t2) = ... = M(tg).
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18 Etude locale

. I - R? .
Définition (tangente). Soit F : un arc paramétré. Soit ty € I, on suppose que F' est

t— (x(t), y(t))

défini dans un voisinage de t;.

n pose = M(to M(t Y = (x(t)—zx — — T — 2 _ \
On pose G(t) ||M(t0y]¥(t)|| M(to)M(t) = (x(t)—x(to), y(t)—y(to)) & || M (to) M(1)|| = /(@(t) — z(t0))2 + (y(t) — y(to)
G(t) = (x(t) — 2(to), y(t) — y(to))

Définition.

1. Siyp = lim+ G’(t) existe on dit que la courbe admet au point M (tg) une demi-tangente a droite de
t—tg

direction ¥4

2. Si - = lim G(t) existe, on dit que la courbe admet au point M (ty) une demi-tangente a gauche de
toty

direction y_

3. 819 = tlg?o G(t) existe on dit que la courbe C admet au point M () une tangente de direction 7.

3 I —R? .
Théoréme V.1. Soit F : un arc paramétré de classe C. Soit tg € I si F'(tg) =

t— (x(), y())
(2/(t0), ' (to)) # (0,0) alors la courbe C admet au point M (to) un tangente de direction F”(to) = (z/(to),  (to))-
De plus ’équation de la tangente au point M (tg) est (z — z(to))y (to) = (y — y(to))z’ (to)-

to) M (t
Démonstration. Par définition la direction de la tangente est lim %()
| M(to) M)

M{(to)M(t) = (x(t) — x(to), y(t) — y(to))

T T, (2=l y(ti — Z)(to)) = (2/(to),y (t0))

1M (to) M (t)]| = v/(2(t) — x(t0))* + (y(t) — y(to))?
o M) M()]] \/(w(t) —96(to))2 . (y(t) —y(to))2

[t —tol t —to t—to
= 2/ (to)? + ¥/ (t0)?
M(to)M(t) _ M(to)M(t) 1 |, o
||M (to) M (2)]] [t —tol ||M(to)M@)|| 11F (t0)]]
|t — tol
Mto)M(t) . F'{to) _ =
M (to)M ()] IIF(to)l Filta)

Rappel. L’équation d’une droite A qui passe par le point (xg,yo) et qui a pour direction le vecteur @ = (a, b)

A:(z—x0)b=(y—yo)a
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M = (z,y) € A@MJ.M//@@(x—xo,y—yo)//ﬁ: (a,b) & (z —x0)b —aly —yo) = 0.

19 Tangente d’un point singulier

. I — R2
Définition (Point singulier). Soit F : un arc paramétré. On dit qu’on a un point

t— (z(t),y(1))
singulier en ¢y si et seulement si ’(tg) = v/ (tp) = 0.

L | I—>R?
Théoréme V.2 (Tangente en un point singulier). Soit F : un arc paramétré de classe C*.

t = (x(t),y(t))
Soit to € I. On suppose que z’(to) = y'(to) = 0.

Soit p le plus petit entier non nul(xP)(ty), ") (to)) # (0,0) on rappelle que 2(P)(ty) est la dérivée d’ordre en t,.

Alors I'équation de la tangente de la courbe C associée a l'arc paramétré (I, ﬁ) est la droite d’équation :

(& = z(t0))-y™ (to) = (y — y(to))-=* (t0)

Démonstration. Soit p le plus petit entier non nul tel que (2P (ty),y® (t5)) # (0,0). D’aprés la formule de

Taylor -Young on a :

(t—to)?

| @) (o) + o((t — to)?) car 2'(tg) = P~V (tg) =0

= (a(0) = a(t0)s0) = ylt0)) = (=00 0) + o0 1), LIy 1) + (0~ 1))

p!
= 2(t7M (0 = EE 0 1)+ 0(1), 59 0) + (1)
= MR o @(0), 5 1)
0
IO 116w 101,59 0] = G+ G @
p!

M(toZM(t) . (=) (t),y" (to))

IM(to) M| V(2P (1)) + (y®)(t0))?
C’est un vecteur qui a la méme direction que (2 (o), y® (t0))

Conclusion. L’équation de la tangente au point M (to) = (z(to), y(to)) est la droite qui passe par M (to) et de
direction le vecteur (z(P)(tg), y® (ty)) = ’équation de la tangente est (z — x(to)).y® (to) = (v — y(to)).zP (to)

L | I - R?
Allure de la courbe pris d’un point M (). Soit F : un arc paramétré de classe C°.

t— (x(t),y(1))
Soit to € I. Soit p le plus petit entier non nul tel que (z®)(¢y), y® (t9)) # (0,0).
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Soit ¢ le plus petit entier tel que ¢ > p et les vecteurs (z(P) (o), y® (to)), ({9 (to), y? (ty)) ne sont pas coli-

i = (2P (to),y P (to))
néaires. On pose (M(tg), @, ¥) est un repére du plan.

7= (2D(to),y?(to))

Formule de Taylor Young :

Soit :

(@) (to)
!

2(t) — 2(to) = (t_p!t())px@)(to) bt (£ — 10)7 + o(t — o)1

(@) (to)

q! (t - to)q + O(t - to)q

y(t) —y(to) = (t;f(’)py@)(to) + .o+

Ainsi :

—

= M (to)M(t) = (x(t) — z(to), y(t) — y(to)) = Application de la formule de Taylor
(t —to)PTt t—to)P v

= S ST T g (ol o) ot — to)?) avee )/
— t—1tp)? t—to)P t—10)9
= “pﬁﬂ)pﬁ(1+o(t—to))+(q‘0)(17+(o(1),o(1)) o p'(’) u+( qu) 7

Conclusion. M(toyM(t) ~ (t_zf!o)pg+ (t=to)?

q!

—

Donc dans le représentation (M (tg), @, ¥) M(t) a pour coordonnées ((tfp%)p (t=to)®y

3 q!
1. Si p est impair et q est paire on a un point ordinaire.

2. Si p est impair et q est impair on a un point d’inflexion.

w

. Si p est pair et q impair c¢’est un point de rebroussement de premier espéce.

4. Si p et q pair on a un on a un point de rebroussement de second espéce.

Résumeé.

Impaire Paire
q

Paire Point ordinaire Rebroussement de second espéce

Impaire | Point d’inflexion | Rebroussement de premier espéce

20 Etude des branches infinies

L | IT—-R?
Soit ' : est un arc paramétré, ty € RU{+oo} avec t; un point de 'extrémité de 'intervalle I.

t = (x(t), y(1))
On dit qu’on a une branche infinie en to si lim () = co ou lim y(t) = oo
t=to t—to

1. Si lim z(t) = a et lim y(¢) = oo alors la courbe admet une asymptote d’équation z = a
t—to t—to
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2. Si lim y(t) =b et lim z(t) = oo alors la courbe admet une asymptote d’équation y = b
t—to t—to

t
3. Si lim z(t) = oo et lim y(f) = co. On étudie lim w
t—to t—to t—to ()

t
(a) Si tlin? 118 = 00. Donc on a une branche parabolique de direction ’axe des ordonnées.
—to T

t
(b) Si tlintl yEt; = 0. Donc on a une branche parabolique de direction I’axe des abscisses.
—to T

Cy Y . . B
(c) Si tlgg) o) - a. Donc il faut étudier tlgr&)(y(t) az(t))

i. Si tlint1 y(t) — a.xz(t) = b alors la courbe admet une asymptote d’équation y = ax +b
—to

ii. Si tlin? y(t) — a.z(t) = co. On dit que la courbe admet une branche parabolique de direction la
—to

droite d’équation y = ax.
Remarque. Pour connaitre la position de la courbe par rapport a 'asymptote y = ax + b. Il faut étudier le
signe de y(t) — ax(t) — b lorsque t — t.
21 Symétrie d’une courbe

On cherche une fonction ¢ : I — I tel que :

1. = la courbe a une symétrie par rapport a 'axe (Ox).
2. = la courbe a une symétrie par rapport a l'axe (Oy).
3. = la courbe est symétrique par rapport a ’origine.

4. = la courbe est symétrique par rapport a 'axe y = z.

22 Plan d’étude d’un arc paramétré

I—R?
Soit un arc paramétré.

t— (x(t),y(1)
1. On détermine le domaine de t — x(t) et t — y(1).

—

2. On détermine les symétries de la courbe C associées a (I, F).
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3. On réduit le domaine d’étude si il y a des symétries.

On calcule #'(t) et ¥/ (¢).

Tableau de variations

. On étudie les variations de z(¢) et y(t).

On détermine les points singuliers : x'(to) = v'(to) = 0.

On calcule les limites de ¢t — x(t) et ¢ — y(t) pour ¢ dans le bord de 'intervalle.

(a) On cherche le plus petit entier p > 1 tel que : (2(P)(ty), y® (to)) # (0,0).

Ensuite on cherche le plus petit entier ¢ > p tel que : (x)(ty),y® (to)) et ({9 (to),y? (t)) ne sont

pas colinéaires.

(b) Ecrire la tangente en point M (to) = (z(to),y(to)) , (x — (t0))y ™ (to) = (y — y(t0))=" (to)

(c) On détermine la nature du point M (¢y) (pour comprendre 'allure de la courbe au voisinage de M (tg))

9. On cherche les points tel

que :

(a) 2'(t1) =0 et y'(t1) # 0 (tangente verticale au point M (tg))

(b) 2'(t2) # 0 et y'(t2) = 0 (tangente horizontale)

10. Etudier les branches infinies, déterminer les positions des asymptotes par rapport a la courbe.

11. Déterminer les points mu

12. Tracer la courbe C.

Exemple

Etudier la courbe C définie par :

Itiples.

t2
z(t) =
t— t —i
y(t) =t + -
t
Dérivées.
(1) = 2t 21— -2 t(t-2)
Ct—-1 (t—-1)2 (-1 (-1 (t-1)2
4 P-4 (t-2)(t+2)
v =l-mg =" = 2
Limites.
— Jim_ () = —o0 -
— }g% z(t)=0 —
— lim z(t) = —o0 —
t—1—
— lim z(t) = 40 —
t—1+

lim z(t) = 400

t—+o0

te R\ {0,1}

lim y(t) = —o0
t——o0

lim y(t)
t—0-

li t
ti%l+ y( )
lim y(t) =5

lim y(t) = +o0

t—+o0

= —00

:+oo
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Tableau de variation.

t —00 0 1
x'(t) + 0 - -
t —00 -2 0
y(t) + 0 — -
’ —4 +00
Y | g —— e —_—

Point singulier. Au point M (2) on a un point singulier.

—~ 4
“W?fl =15
_ 2 2t(t — 2) @ _ 8
ﬂma%—t_l— 1) yg() 5,
2@ (t) = -2 4t-4 N 6t(t — 2) y®(t) = =

-1 (-1 (-1t

Ainsi : 2 (2) =2 et y?(2) = 1 de plus ) () = —6 et y®)(2) = —2. Donc au point M(2)(p =2,¢ =3) on a

un point de rebroussement de premiére espéce en M (2).

Branche infinie. lim z(t) = —oo, lim y(t) = —co = lim )
t——o0 t——o0

2

Oun étudie donc t_l}gloo y(t) —z(t) = , lim (t+ 7 — )=-14+3-3%

t—+oo (t) -

— 00 t—1
= la droite d’équation y —x = —1 est une assymptote & la courbe en co pour connaitre la position de la droite
y —x = —1 et la courbe (t — 00) on cherche le signe de y(t) — z(t) + 1 ~ 2. Donc la courbe est au dessus de la

droite.
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Sixiéme partie
Dénombrements

23 Ensembles

Dans tout ce chapitre on considére des ensembles finis.
Définition. On appelle un ensemble fini un ensemble ayant un nombre fini d’éléments distincts.
Définition (ensemble vide). On appelle ensemble vide un ensemble qui contient aucun élément. On note ().

Définition (cardinal d’un ensemble). Le nombre fini d’'un ensemble A est appelé cardinal de A, noté

card[A] (ou aussi |A|).
Remarque. Dans un ensemble, ’ordre et la répétition n’ont d’importance c’est a dire A {1, 2, 3,4} = {2,3,1, 4}.

Définition (complémentaire d’un ensemble). Soit 2 un ensemble et A un sous ensemble de Q. (A C Q).

On appelle ensemble complémentaire de A dans 2 que 'on note 2\ A (ou C&, A)

reEQ\AecrzecQetr ¢ A

Propriétés. Soit Q un ensemble et A, B, C' des sous ensembles de 2. On a :

1. Anh=10 5. (AUB)NC =(ANC)U(BNCQC)
2. AUp=A 6. (ANB)UC=(AUC)N(BUCQC)
3. AUB=BUA 7. C4VB =cynCE
4. ANB=BnNA 8. C4"B =cducE

Remarque. Dire "Soit x € A" est en général faux, il faut supposer avant que A # 0

Définition (produit cartésien). Soit E et F' deux ensembles non vides. On définit I’ensemble noté E x F'
par :

ExF ={(z,y),z € Eety € F}

D’une maniére générale si Ey, E sont des ensembles non vides alors By x EaX...X E, = {(21, %2, ...,x,), 21 € E1,i =1, ...

Propriétés (cardinal). Soit A et B deux ensembles de nombres finis. On a :
1. card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B)

2. card(A x B) = card(A) x card(B)

,n}.
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3. Si A est un sous ensemble de Q. Alors card(Cg) = card(Q) — card(A).

4. Si An B = { alors card(AU B) = card(A) + card(B)

Définition. Soit A et B deux ensembles. On dit que A et B sont disjoints (ou A et B sont incompatibles) si
et seulement si AN B = (.

24 Dénombrements.

Dans un ensemble fini F , la problématique consiste en :
— la constitution de collections d’ensemble ayant une caractéristique commune
— comptabiliser le nombre d’objets constituants cette collection.

Dans le dénombrement il y a deux problémes : I'ordre et la répetition.

Définition (Répétition). Lors de la constitution des collections, chaque élément de E peut étre comptabilisé

plusieurs fois.

Définition. Pour distinguer deux collections on peut tenir compte de 'ordre des éléments qui les composent.

25 Nombre de parties d’un ensemble fini

Définition (partie). Soit E un ensemble on dit que A est une partie de E. Si A est un ensemble contenu

dans E.

Remarque. L’ensemble vide est toujours une partie d’un ensemble E.

Théoréme VI.1. Soit F, un ensemble contenant n éléments. Alors il y a 2" partie distinctes de E,,.

Démonstration (récurrence sur n).
Initialisation : Si n =0, Ey = ) 1a seule partie du vide c’est le vide.

Heérédité : Supposons que I’hypothése de récurrence est vrai pour n. Soit F,,4+1 un ensemble de (n+ 1)
éléments. On peut écrire que E,,11 = E, U {z,41} avec 2,41 ¢ E,.

Soit A une partie de E, 11 < Typ11 OU Tptq € A.

< A C E, ou A contient x,,1

< ACE,ouA={x,11}UB avec BC E,

< A est une partie de E,, ou A est une partie {z, 1} UB

card{x,4+1 U B, avec Bune partie de F,,} = card{B, B partie de E, } = 2". = card(l’ensemble des par-
ties de E,y1) = card({partie de E,} + card({partie E,}) = 2"+1,
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26 Notion de p-listes

Définition. Soit F,, un ensemble contenant n éléments. Une p-liste d’élément de E,, est une liste ordonnée de

p éléments de F,, avec répétition possible.

Théoréme VI.2. Soit F, un ensemble contenant n éléments distincts. Le nombre de p-listes distinctes de

I'ensemble F,, est nP.

Démonstration. Une p-liste de F,, c’est un élément de FE, x E, X ... X E,. Une p-liste c’est un élément du

p—fois
produit cartésien. F,, x E,, x ... x E,. Donc le nombre de p-listes = card(E,, X E, X ...x) = card(E,) X ... X

card(Ey,) = card(n)P = nP.
27 Arrangement

Définition. Un arrangement & p éléments d’un ensemble E,, (de n éléments) est un échantillon ordonné sans

remise de p éléments de E,.

Proposition. Soit F, un ensemble de n éléments distincts. Soit p € N.
1. Sip > n alors le nombre d’arrangements de p éléments de E,, est égal a 0

2. Si p < n alors le nombre d’arrangements de p éléments est égal & n(n — 1)...(n —p + 1) que I'on note

Démonstration. Soit p > n
— Si on choisit le premier élément, il y a n choix.

— Si on choisit le deuxiéme élément, il y a n — 1 choix.

— Si on choisit le n™¢ élément, il y a 1 choix.

Il n’y a plus de choix si p > n. Donc le nombre d’arrangement est égal 4 0. Il y a AP si p <mn.

28 Permutation

Définition. Une permutation d’un ensemble E,, (& n éléments) est un échantillon ordonnée de n élément de

E,.
Proposition. Soit E,, un ensemble tel que card(E,) = n le nombre de permutation de E, = A = n!

Remarque. Sion an éléments il y a n! fagon pour les ordonner.
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29 Combinaisons

Définition. Soit F, un ensemble de n éléments. Une combinaison de p éléments de F,, est un échantillon non

ordonné sans remise de p éléments de F,,.

Proposition. Soit F,, un ensemble tel que card(E,) =n. Soit p € N :

1. Si p > n le nombre de combinaisons de p éléments de F,, = 0.

AP
2. Si p < n le nombre de combinaisons de p éléments de F, = —? que l’on note
p!

n!

or=_— " _
pl(n —p)!

0 sip>n

Démonstration. Sion a p éléments on peut I'ordonner de p! fagcons = AP = plC? = ol

30 Résumé

Soit E,, un ensemble de n éléments le nombre de choix de p éléments de FE,, est donnée par le tableau suivant :

Remise Sans remise
nom nombre d’échantillon nom nombre échantillon
ordre listes n? arrangements AP
sans ordre | pas de nom CP iy combinaison cy

Exercice. Soit F et F' deux ensembles tel que card(E) =n et card(F) =p
1. Déterminer le nombre d’applications de F dans F'

2. Déterminer le nombre d’applications injectives de F dans F

Solution. Soit £ ={1,2,...,n} F={1,2,..p}
Une application est totalement déterminée si on sait (f(1), f(2),..., f(n)), f() est un élément de F. Donc
(1), £(2), -, f(n))

(F(2), F(1);ers f (1))

de listes de n éléments parmi un ensemble de p éléments. Ainsi le nombre d’application de E dans F' vaut p™.

est une liste de n éléments de F'. Le nombre d’application de E dans F' est le nombre

f : E — F est une application injective si et seulement si f(i) # f(j) si i # j.

Pour f(1) on a p choix possible. soit injective il est nécessaire que card(F) > card(E).
Pour f(2) on a (p — 1) choix possibles. Si p < m il ’y a aucune application injective de E dans
; F.

Pour f(k) on a (p — k + 1) choix possible. Pour que f Sip > nily a AP application injective de F dans F'.

Théoréme VI.3 (Forumules de calcul). 1. ce=Cp?
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2. CP=CP" 1 +CP_,
n

3. (a+b)"=
k=

k kpn—k
Cra"b
0

Démonstration

1. Le nombre de combinaison de p éléments parmis n éléments est égal au nombre de combinaisos de (n—p)
éléments parmi n éléments. En effet si on choisit une combinaisons de p éléments il nous reste une

combiaison de (n — p) éléments.
=1 ~p (n—1)! (n—1)! o 1 1 _
2. Gt = (p—D!((n— 1') —(p—1)! pl(n—1-p) (n=1)! { - Dl —p)! " plln—p— 1)!}
pt+tn—p| _ n!
=1 {p!(n —p)!} - pln—p)!

3. (a+b)=(a+b)(a+b)= (a+b) = > 7uakt' le coefficient de a* est égal au nombre de combinaison
k+b=n

possibles de k éléments parmis n éléments = vy, = CK

Applications (Exemples de tirages)

On dispose d’une urne ou se trouvent N boules de k couleurs différentes (k < N). On note N;,i € {1,...,k} le

nombre de boules de la couleur i. On a N; + No + ... + N, = N. On tire au hasard n boules de cette urne.

Tirage avec remise. On tire les n boules une & une, en remettant & chaque fois la boule tirée dans 1'urne.

Le résultat est un n-uplet de boules de I'urne. Ce nombre est

n!
— N X NP2 x..x N
nl'ng'nk'

Tirage sans remise ordonné. On tire un par un les boules sans remise. Quelle est le nombre de n-uplets

constitués de nqy boules de couleur 1,..., de ny boules de couleur k. Le résultat est

n!
—_— AT AT AT
nylngl..ngl NN N

Tirage sans remise non ordonné. On tire singuliérement n boules parmi les IV boules. Quelle est le nombre

de n-uplets constitués de ny boules de couleurs 1,..., nx boules de k. Le résultat est

ni N2 N
Ot Oz ..Ot
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Septiéme partie
Probabilités sur un univers fini

31 Epreuve

Définition. On dit qu’une expérience ou une épreuve est aléatoire si on obtient des résultats différents lors-

qu’on répéte les mémes expériences avec les mémes données.

Exemple.
— Lancer une piéce de monnaie.

— Tirage d’une carte parmi 32 cartes.

32 Ensemble des éventualités (ou univers)

Définition. Considérons une épreuve aléatoire. L’ensemble des éventualités & cette épreuve est I’ensemble des

résultats possible. On note cet ensemble €.

Exemple.
— Lancer une piéce de monnaie une fois : = {Pile, Face}
— Lancer une piéce de monnaie deux fois : @ = {(Pile, Face), (Pile, Pile), (Face, Pile), (Face, Face)}

— Le cardinal d’une telle expérience est card({)) = 2*

Définition. Soit 2 l'espace des éventualités associé a une épreuve aléatoire. On note P(f2) l’ensemble des

parties de Q. Chaque élément de P(Q) (c’est a dire chaque partie de ) est appelé un événement.
Exemple. Si on lance une piéce de monnaie 3 fois. A = {(P, P, F), (P, P, P)} est un événement.

Evénements particuliers.
1. () est appelé événement impossible.
2. Q est appelé événement certain.

3. Soit A et B deux parties de 2 deux parties de 2 donc A et B sont incompatibles si
ANB=10

4. Chaque partie de Q constitué par un seul élément est appelé événement élémentaire. (Un événement

élémentaire est une éventualité).
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33 Probabilité fini.

Définition Soit  un univers et P(Q2) Pensemble des événements de 2. Une probabilité p est une application

de P(£2) dans [0, 1] qui vérifie la propriétés suivantes :
p:P(Q) = [0,1]

1. p(0)=0,p(Q)=1
2. VA, BeP(Q\ANB=0onap(AUB)=p(A)+ p(B)

Le triplet (©,P(2),p) est appelé espace de probabilité.

Corollaire. Si (Q2,P(f2), P) est un espace de probabilité, alors VAy, A, ..., A, € (P(),p) est un espace de
probabilité alors VA, NA; =0 i # j,on a:

Démonstration par récurrence. Par hypothése pour Aj, Ay tel que A1 N As = () on a p(4; U A3) =
p(A1)+p(A2) supposons que p(A1UAU...UA,) = p(A1)+p(A2)+...+p(A4,) alors p(A1UAU...UA,UA, 1) =
p(A1) + ... + p(Ay) + p(An41)- Hypothése de récurrence est vraie pour n + 1.
Théoréme VIL.1. Soit (2, P(2),p) un espace de probabilité. Soit A, B € P(2) alors on a :

L. p(AUB) =p(A) + p(B) —p(AN B)

2. p(R\ A) = 1 p(4)

3. SiAcC B=p(A) <p(B)

Démonstration.
1. AUB=(A\B)U(B\A)U(ANDB)
& p(AUB) =p(A\ B) +p(B\ A) +p(AN B)
< A=(A\B)U(ANB)et B=(B\A)U(ANB)
& p(A4) = p(A\ B) + p(AN B) et p(B) = p(B\ A) + p(A N B)
Donc p(AU B) = (p(4) — p(AN B)) +p(B) = p(AN B) + p(AN B)
2.0=(Q\AHUAQ\ANA=D
& p(Q) =p(Q\ A) +p(4) =1=p(Q\ A) =1-p(4)
3. SiACBalors B=AU(B\A)onaAN(B\A) =0
p(B) = p(A) + p(B\ A) = p(A) car Ve € P(Q),p(c) >0

34 Equiprobabilité

Définition. Soit (©,P(Q2),p) un espace de probabilité. On dit que deux événements élémentaires sont équi-

probables si p({a1}) = p({az})
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Théoréme VIIL.2. Soit (©,P(2),p) un espace de probabilité tel que tout les événements élémentaires sont

équiprobables. (On rappelle que §2 est un ensemble fini). Alors on a :

1. Va € Q,p({a}) = m
2. VA € (Q),p(A) = m

Démonstration. © = {ay,as, ... an} alors p(Q) = p(é1 {a;)) = é p{ai}) = 1 = np({a;} car p({as}) =
p({az})Vz,j

= p{ai}) = % - carcll(Q)'
Soit A{ay,as,....,ar} C Qet p(A) =p({ai,az,...,ax}) = lep({ai}) = kp({ai} = % = ZZ:ZES;

35 Partition

Définition. Soit Q un univers et (4;);c; un famille d’événements. On dit que la famille (A;);c; est une

partition de € si et seulement si :
1. ANA;=0Vi#j

2. U=0
el

Exemple. L’ensemble des événement élémentaires d’un univers {2 et une partition de Q. Q = {a1, ag, ...,an} =

igl {a”b}

Théoréme VII.3. Soit (2, P(2),p) un espace de pro- Démonstration. |J A4; =Q=Bn(J 4;) =B =

i€l i€l
babilité. Soit (A;);es une partition de Q. Soit B € |J(BN A;).
i€l
P(2). On a: p(B) = > p(A;NB). (BNA)N(BNA)=BnN(A,NA)=0sii#j=
il
p(B) =p(U(4inB)) =3 p(4: N B).
ic i€

Exercice. On lance n fois une piéce de monnaie.
1. Déterminer I'univers 2 associé & cette expérience aléatoire.

2. Calculer la probabilité d’avoir au moins une fois pile.

Solution.

1. E={P,F} , Q=EXEXEX..xE={(a,as,...,an)a; = Poua; = F}.

n fois

card(Q) = card(E) x card(E) X ... X card(E) = 2"

Les événements élémentaires sont équiprobables. Si (ay,as, ..., a,) € Q€ a; € {P, I}.
p({a1,...,an}) = 2%
2. Soit A = {avoir au moins un fois pile}.
O\ A = {avoir au pile)} = {(F, F, ..., F)}.
PO\ A) = p({(FF, o F)}) = o1
1

@p(A)zlfp(Q\A)zl—?l.
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36 Indépendance

Définition. Soit (2, P(2),p) un espace de probabilité. Soit A, B deux événements. On dit que A et B sont
indépendants si et seulement si p(AN B) = p(A4) X p(B).

37 Probabilités conditionnelles

Théoréme VIIL.4. Soit (Q,P(Q2),p) un espace de probabilité. Soit B € P () in suppose p(B) # 0. On définit

sur ) une probabilité, notée pg sur €2 par :

P(2) — [0,1]

PB:

pi(A) est appelé la probabilité conditionnelle de A sachant B.

Démonstration. Il faut démontrer que pg est bien une probabilité.

_p0nB)
1. pB((D) = TB) =0

_pBNY _
2. pp(Q) = B 1

_plCuDnB) p(CuDnB)
TV ET(E)
Ny UL BRI
Propriétés.
L&AcBmMm:ﬁﬂ
p(B)

2. 8iBCA,pp(d) =

Théoréme VII.5 (Théoréme de Bayes). Soit (2, P(€2), p) un espace de probabilité. Soit A, B € P(B) tel que
p(B) # 0 et p(A) # 0.
p(A)pa(B) = p(B)pp(A)

ANB ANB
Démonstration. ps(B) = pANB) et pp(A4) = pANDB) ainsi = p(AN B) = p(A)pa(B) = p(B)pp(A)
p(4) P(B)
{x1,29, ..., x5} — [0,1]
Remarque. Soit 2 un univers et p : €2 application. Pour que p soit une probabilité

T, — ay
sur il faut et il suffit que :

a1 +as+az3+..+a, =1

En effet p(Q) = p({z1,22,....,2n}) = a1 + a2 + ...a, = 1. Ensuite si A C Q alors A est une disjointe de
{.13171'2, "'71‘142} = p(A) = p({xl} + .. +p({xk})
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Exemple.

Q={P,F} p:

Q—
P —

F—

[0,1]

PN

SIS

. Comme £ + § # 1, p n’est pas une probabilité sur Q {P, F'}
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Huitiéme partie
Variables aléatoires discrétes

38 Introduction et généralités

Définition. Soit (Q, P(2),p) un espace de probabilité, une variable aléatoire sur € est une application de

dans R, notée (en général) : X : Q — R.

Exemple.

1. Pourundé on a: Q={1,2,3,4,5,6} on a p({k}) = ¢

0={1,2,...6} >R
X { }

k—k

X est une variable aléatoire (va) sur €2

2. Lancer de 2 piéces de monnaie successivement Q {PP, PF, FF, FP}

Définition (variable discrétes). N : est un ensemble discret, Q : n’est pas un ensemble discret car Va, b on

a Ja,b[NQ # 0 Tout ensemble fini de R est discret.

Remarque. Soit Q = {z1, 29, ...,z,} univers fini et X une variable aléatoire X — R. X est appelé variable

aléatoire discréte car X (2) est un ensemble discret dans R.

39 Loi d’une variable aléatoire.

Théoréme et démonstration Soit (2, P(2), p) un espace de probabilité et X une variable aléatoire. La loi

de X est la probabilité , notée px définie par :

X(Q) — [0, 1]
pPx :
x— px(z) =p{w € O, X (w) = z})

Démonstration. Q = {wy,ws,...,wn},X(Q) = {z1,22, ..., 21} = {X(w1), X (w2),..., X (wn)} avec z; # z;
pour i # j.

Px(z;) = p{w € Q, X(w) = 2}

Px({z1,22, ..., 2k }) = px(z1) + px(z2) + ... +ox (k) = p({w € Q, X (w) =m0 =1,..,k}) = plw € O X (w) €
X()=p(Q) =1

= px est une probabilité sur X (£2).
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Exemple. Q ={PP,PF,FP,FF} lancement de deux piéces de monnaje :
X =nombre de P

X(Q)=1{0,1,2}

Px(0) = p({w € ©, X (w) = 0}) =p({FF}) = §
Px(1) =p({w € @, X(w) = 1}) = p{FP, PF}) =
Px(2) = p({w € 0, X(w) = 2}) =p({PP}) = 1

40 Fonction de répartition.

Définition Soit (©2,P(2),p) un espace de probabilité et X une variable aléatoire sur 2. On définit une

application sur R, appelée fonction de répartition par :

R —[0,1]
F

x— F(z) =p({w € Q, X(w) < zx})

Théoréme. Soit (2,P(2),p) un espace de probabilité et X une variable aléatoire associé & X. On a :

1. lim F(X)=0, lim F(z)=1

T——00 r—+00

2. I est une fonction croissante.

3. Va,beR,a <b,F(b) — F(a) =p{w € Q:a < X(w) < b}

Démonstration. Soit X () = {z1, 22, ..., 2k} avec z; # x; pour i # j

F(z) =p({w € @, X (w) = z})

x <z F(x) =0 car X(w) <z

r<ap: Flz)=p{we QX (w) >z} =p{weQX(w) >z} =pQ)=1 ‘

r=a;,1=12,..,k:F(z;) =p{w € Q, X(w) > 2;}) =p{w € Q, X (w) =x;,j =1,...,i}) = i:lp({w €, X(w)=x;}) =
j=

]

2 px ()
Siz €|z, v F(z) =p({w e ;X (w) > 2} =p({w e X (w) > z;}) + p({w € Q, 2, < X (w) > 2}
=p({w € Q, X(w) > z:}) = F(x:)

Notations. Soit (2, P(£2),p) un espace de probabilité et X une variable aléatoire. On note :
p(X =a) =p({w € Q, X(w) = a})

pla <X <b)=p({w e Qa< X(w) <b})

En particulier Px(z) = p(X = z) et F(x) = p(X > x).
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41 Espérance d’une variable aléatoire

Définition. Soit (©2,P(2),p) un espace de probabilité et X une variable aléatoire. On suppose que Q =

{w1, w3, ...,wn }. On définit le réel noté F(X) que I'on appelle 'espérance de X le nombre :

Za:,p {we ), X(w lep = x;)

Propriétés sur les variables aléatoires. Soient (€2, P(2), p) un espace de probabilité, X et Y deux variables

aléatoires sur €2, a et b deux réels. Alors aX + bY est aussi une variable aléatoire.

Théoréme. Soient (2, P(2),p) un espace de probabilité, X et ¥ deux variables aléatoires sur 2. Alors :

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y),Va,beR

42 Variance d’une variable aléatoire

Définition. Soit (Q2,P(2),p) un espace de probabilité et X une variable aléatoire. On définit la variance de

X que 'on note V(X)) le réel positif :g

Théoréme VIII.1.
V(X) = B(X?) - (BE(X)?)

Démonstration. (X — E(X))? = X2 - 2E(X)X + E?(X) donc V(X) = E(X? - 2B(X)X + E?*(X) =
B(X?) — 2B(X)E(X) + E2(X) = B(X?) — E*(X).

Définition. Soit (€2,P,p) un espace de probabilité et X une variable aléatoire sur Q. On appelle écart type
de X que I'on note o(X) le nombre o(X) = /V(X) ott V(X) = E(X?) — (E(X))? est la variance de X.

Théoréme VIIL.2. Soit (2, P,p) un espace de probabilité et X une variable aléatoire sur Q. Alors Va,b € R
on a:
1. V(aX +b) =a*V(X)

o(aX +b) = |a|o(X)

Démonstration. V(aX +b) = E((aX + b)?) — (E(aX +b))? = E(a?X? + 2abX + b?) — (aB(X) + b)? =
a’E(X?) + 2abE(x) +b* — (a*(B(X))? + 2abE(X) + b%) = a’[E(X?) — (B(X))?] = a*V(X)
On a donc o(aX +b) = /V(aX +b) = \/a2V(X) = |a|o(X).
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Remarque. Si X =1,FE(X) =1 carsi X() = {x1,22,...,x,} alors :
E(X)=> xP(X =)
i=1

Si X(w) = 1Vw € Q alors :

X — E(X)

est appelé une variable
J( X) 1YY

Définition. Soit X une variable aléatoire. La variable aléatoire ¥ =

aléatoire centrée réduit associée a X.

Théoréme VIII.3. Soit X une variable aléatoire et Y la variable aléatoire centrée réduit associée a X. Alors :

, . o XEX) 1 I T
Démonstration. E(Y) = E( - (X) )= -(X) [E(X) - E(E(X))] -(X) [E(X)-EX)]=0

V() = B(Y?) = (BY)? = B(Y?) = B(C— 5% = Bl (X - BCOP) = — BX - BX)) =
V)

7(X)?

Théoréme VIII.4 ( Intégrale de Tchebycher). Soit (2, P(€2), p) un espace de probabilité et X un variable sur
2(X X

Q. On pose m = E(X). Alors Ve > 0,on a: p(|X —m| >¢) < o (X) = 409

p(IX —m| <€) =p({w € Q,|X(w) —m| < €})

€2 €2

Démonstration. Supposons que X(Q) = {1,292, ...,2,}. On a donc :

V(X) = B(X — B(X))?) = 3_ (2 — B(X))?p(X =) = > (a: — m)?p(X = ;)

i=1 i=1
Soit J = {i,|z; —m| > €}. Ainsi V(X) = é(xl —m)*p(X = z;) > GZJ(xz —m)?p(X =z;) > €2 _GZJp(X =x;) =
€2 %‘j’p{w €Z,X(w)=m}=ep({w €i|X(w) —m|} >€) & V(X) > ep(|X —m| >¢)
{we | X(w)—m|} > €= ,L:Jl {w €0, X(w) = _L€JJw € O, X (w) = zet|x; —m| > E} = p(|X —m| > ¢ <
V(X) _ a3(X)
€2 €2

Exercice. Un sac contient 3 boules rouges et 3 boules vertes. On tire une & une les 6 boules (sans remise).
Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage des six boules associe le nombre de boules vertes tirée avant

I’apparition pour la premiére fois d’une boule rouge.
1. Quelles sont les valeurs prises par X ?7
2. Quelle est la loi de X ?

3. Déterminer la fonction de répartition associé a X 7

Solution. X peut prendre les valeurs 0, 1,2, 3. Tirer 6 boules < ordonner 6 éléments {2 = ['univers de cette expérience.

Ainsi card(Q) = 6! et X(2) ={0,1,2,3} et X : Q@ — X(Q),p(X = 2).
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X =0 & le premier tirage donne une boule rouge. Ey = tirer une boule rouge la premiére fois card(Ey) = C35!

o card(Ey)  C1.5!
Ainsi p(X =0) = card(€) = ?é! =1

X =1 & le premier tirage est une boule verte et le second tirage une boule rouge. £; = avoir une boule verte

le premier tirage et une boule rouge le deuxiéme tirage. On a card(E1) = CC34! et donc p(X =1) = 3.
premier tirage = boule verte

X =2 < { deuxiéme tirage = boule verte = E2. On a card(Ez) = A3C33! = 183! et donc p(X = 2) = 5.
troisiéme tirage = boule rouge

premier tirage = boule verte

X = 3 & Second tirage — boule verte = Eg. OH a Ca’l”d(Eg) = AgAg = 3'3' et dOHC p(X = 3) = 5~

troisiéme tirage = boule verte
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Neuviéme partie
Lois discrétes usuelles

43 Variables aléatoires indépendantes

Définition. Soit (©2,P(2),p) un espace de probabilité et X,Y deux variables aléatoires. On dit que X et YV
sont indépendantes si et seulement si Vo € X(02),Vy € Y(Q) :

(X =z|N[Y =y]) =p(X =z) xp(Y =y)

On rappelle que
(X =z]n[Y =yl ={we A X(w) =y} N{we QY (w) =y}

Proposition. Soit X et Y deux variables aléatoire indépendantes. Alors :
VIX+Y)=V(X)+V(Y)
Remarque. En général V(X +7Y) # V(X) + V(YY) mais on a toujours E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Uniforme. Soit (Q2, P(£2), p) un espace de probabilité. Soit X un variable aléatoire avec X (Q2) = {1, z2, ...,z }.

On dit que X suit un loi uniforme si et seulement si :

1
Donc p(X)z;) = - car p(X =x;)) +p(X =x2)+ ... +p(X =z,) = np(X =x;) = 1.

44 Loi uniforme sur {1,2,...,n}

Supposons que X (Q) = {1,2,...,n}.

Théoréme IX.1. Si X suit une loi uniforme avec X (Q) = {1,2,...,n}. Alors

n+1
EX) = 5

n?—1
V(X) = 15

Démonstration. FE(X) = Y z;p(X = ;) si X(Q) = {x1,22,...,2,} comme X(Q) = {1,2,...,n} alors
i=1

. no1 n+1

i-=(> Z)E— 5

1 i=1

ol

3=

B(X) =

(2

Cours
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45 Loi de Bernoulli

Soit une expérience aléatoire qui & deux résultats possibles. Donc 'univers Q = {wy,wz}. On définit sur w une

probabilité avec :

p(w1) =petplwz) =1—p

La probabilité est bien définie par la donnée de p(wy) = p.

On définit la variable aléatoire X par :

0 = {uwr,ws} — {0,1}
X wp — 1

wo — 0

Donc la loi de X est : p(X =1) =p(w1) =p
(X =0)=plw) =1-p
On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p. On note X = B(p).

Théoréme IX.2. Soit X = B(p). Alors : E(X) =pet V(X) =p(1 —p).

Démonstration. E(X) = 1p(X = 1)+ 0p(X =0) =p(X =1) =p, V(X) == 1®p(X =1) + 0?p(X =
0)—p?=p(X =1)—p?=p—p* =p(l —p).

46 Loi binomiale de paramétres n et p : B(n,p)

Définition. La loi binomiale de paramétre n et p, notée B(n,p) est la loi de probabilité d’une variable aléatoire
X = X1+ X3+ ...+ X, ou chaque X; est une épreuve de Bernoulli de paramétre p; (ie X; = B(p)) possédant la

propriété suivantes : Les variables aléatoires sont indépendantes. C’est a dire Vi # j, X; et X; sont indépendants.
Théoréme IX.3. X est une variable aléatoire binomiale de paramétre n et p si et seulement si :
1. X:Q—1{0,1,2,...,n}

2. p(X =k)=CkpF(1 —p)"* Vk=0,1,2,...,n

Démontration. X; = B(p) donc :
X;: Q- {0,1}

X=X1+Xo+..+X,:02—-1{0,1,2,..,n}

Démontrons le 2. par récurrence sur n. Montrons le cas n = 2 :
X=X1+X:X:0-{0,1,2}.

p(X=0)=p(X1+Xo=0)=p(X; =0et X5 =0) =p(X; =0) X p(X3 =0)
Car X; et X5 sont indépendantes.

p(X =0) = p(X1 =0) x p(X2 =0)
=(1-p(l-p)=(1-p?*=C3p’(1-p)?

Cours
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p(X=1)=p(X1+Xo=1)=p{X;=0et Xo=1)} ou (X; =1let Xo =0)

=p(X1=0et Xo=1)+p(X; =1etXy=0)

=p(X1=0)xp(Xa=1)+p(X1=1) x p(X3 =0)

=(1—=p)+p(1—p)=2p(1—p)=Cip' (1 —p)*~!

PX=2)=p(Xi+X2=2)=p(X1 =let Xo =1) =p(X1 = 1) x p(Xo = 1) = p* = C3p*(1 — p)*~>

On montre 2. pour n = 2. On suppose que ’hypothése de récurrence est vraie jusqu’a n. Soit X = Xy + X5 +
e+ X1 : X : Q= {0,1,...,n+ 1}. Soit k € {0,1,2,....,n+ 1}

p(Xi+Xo+...+Xnt1=k) =p(X1+Xo+..+ X =ket X1 =0)+p(X1+ Xo+ ..+ X, =k—1let X,, 11 = 1)
=pX1+Xo+ . + X0 =) xp(Xpt1=0)+ (X1 + Xo+ ...+ X, =k — 1) x p(Xpy1 = 1)

= (L —p)" M1 —p) + Oy P (L —p)"

= Cpp* (L —p)" = + O 1ph (1 — p)nti=?

= (CF + Cr N p*P (1 = p) 1k = CF yph (1 = )tk

Montrons que Ck + Ck=1 = CF |
n! n! n! n! n!

k k—1 __ _ _ : _
R gy AN iy v Sl cry s Rl T ey A erpry w1 A
B n! (D
B+ = et Y T mmr o - G
Théoréme IX.4. Soit X = B(n,p). On a :
E(X)=mnp

Démonstration. X=X, +..+ X, FX)=EX1+..+X,,) = E(X1)+ ..+ E(X,) =np.
V(X) = V(Xl =+ ...+ Xn) = V(Xl) + V(XQ) + V(Xn) = np(l — p).

Exemple. Une urne contient 3 boules blanches, 5 boules rouges et 2 boules noires.
On tire successivement n boules de 'urne, avec remise.

Soit X la variable aléatoire "nombre de boules blanches tirées aprés n tirages"

A chaque tirage, la probabilité de tirer une boule blanche vaut 1%, les tirages sont indépendants donc X = B(n, p)
vec p = %
La loi de X est p(X = k) = CF(3)*(1 - )" *.

FIN.

Cours
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Travaux dirigés

1 Série Numérique
Exercice 1. Etudier la nature des séries suivantes :

1. 3" cos(n) 4. =
3. S (Wn+1-n) 6. Zsm(n%)

Exercice 2. Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

LY 4. Yin(l1+ %)
2. 3 Vnf+2—-Vnt+1 5 e Vn
3. s

Exercice 3. Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

1. u, = m 4. up =nlog(l+ 1) — 23%
2 9 - (9
2. Uy = 2 5. uy = 2Ypcerts)

3 u, = - — 1 (discuter selon les valeurs de a
an—+b n

et b)

Exercice 4. FEtudier la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

_ 71,2+1 S n
1. Uy = Bn2+n 5. Uy = Sln(m)
.2
— 1 _ (sin"(n)\n
— % — n n_ _
3. Uy (Vatin))™ 7. up o1 — 1
1 ,—n
4. u, = Ty 8. u, = en

Exercice 5. Donner les limites des suites suivantes :
1 1 1

_ 1 1

Exercice 6. Montrer que la série de terme général u,, est convergente et calculer sa somme : u,, = In(1l —
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Exercice 7. Discuter suivant la valeur de x > 0 la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants :

2
1. u, =nlz™

z"

n®

2. up =

Exercice 8. On pose u, = (?/1% et v, = (?/1%)" + 1 On admet que Y u,, converge.

1. Prouver que »_ v, diverge.
2. Montrer que u, ~ v,.

3. Que peut-on en déduire.

2 Intégrales

2cos(x)

Exercice 9. Soit g(z) = [ 4 —t2dt
1. Déterminer le domaine0 de g
2. Déterminer le domaine de dérivabilité de g(x)
3. Calculer g’(x)

4. En déduire g(x)

Exercice 10. Soit F(z) = [In(1+ e 2")dt.
0
1. Déterminer le domaine de f.
2. Etudier les variations de f.

3. Montrer que -~ < in(l+a) < a.

a+1
4. Montre que @ —fin(l+e ) < F(X) < § — se72

Exercice 11. Calculer les intégrales suivantes.

3. h(z) =z.e”
. 3

4 Z(fL') m

5. j(x) = %33

Exercice 12. Calculer les primitives suivantes en précisant le domaine de validité.

a? 5. [ sin(%).cos(%)dx 1
— : ‘ 9. | —————d
1 [ 1 —&—x?dx ln(t)2 2 J T th(a) x
2. [t +¢5)°dt 6. [ : dt 10. [tan(z)dx
1 1 1
3. | —— .| —=—=dt 11. | ———7——+—
J cos?(x) v ™ sin?(t) J sin?(x).cos?(x)

dx

sin(x) 1 dr + 2
4. dx 8. | —=dx 12, | —
f0032($> f\/l—xQ f\/xQ—l—x—i—l
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Exercice 13. Vérifier qu'il existe trois réels a, b, ¢ tels que pour tout x # 0 :

1 a bxr+ec

T+ a3 _5+1+$2

2
En déduire [
1

x + 23
Exercice 14.
r—1
1. Déterminer la primitive de x - ————— qui s’annule en = = 2.
2 — 21+ 2
r+1

2. Déterminer la primitive de x — qui s’annule en z = —1.

vz +2z+5

3. Vérifier que f : ¢ — In(x) admet des primitives sur 'intervalle ouvert ]0, +oo[. Déterminer celle qui

s’annule en 2.
4

4. Vérifier que f : x — 23 admet des primitives sur l'intervalle ouvert ]0, 400[. Déterminer celle qui s’annule

en 1.

Exercice 15. Calculer les intégrales suivantes :

2m 2
1. Ofcos(psc)cos(qx)dm.((p, q) € N?) 2. g’cos(Qx)sin(Ssc)dm.

Exercice 16. Calculer les primitives suivantes :

1. [cos?*(z)dx 3. [cos*(x)dx

2. [ cos?(z)dx 4. [ cos®(x)dx

Exercice 17. Par IPP calculer les primitives ou les intégrales suivantes.

1. [ Arctan(t)dt 5. [a™n(z)dx
t 1
2. fmdt 6. Of2xArctan(a:)dx
3. [elcos(t)dt - 7ff/4 tan(z)
) /8 i (A b cos?(x)
: J(m—l— )sin(4x)dz 8. [ sin(ln(zx))dx

Exercice 18. Par changement de variable calculer les intégrales suivantes.

5 1 in(5) e®

1. [ —————dx 4. d
| sy N wvr
TR i

2. of( 1+ 24)2 dx 5. Ofsin3(x).cos4(x)dx
|

3. d
‘0[4+x2 .

Exercice 19. Calculer les primitives suivantes
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1 1

a? — 12

Exercice 20. Calculer les intégrales suivantes

L 1

1
(T R —
0 T*+2x+2

1
2. [ ————da
0 VaZ+2x+2

Exercice 21. Soit f : R — R une fonction continue.

x
1. Montrer que si f est paire alors pour tout réel z, [ f =2

—T

x
2. Montrer que si f est impaire alors pour tout réel z, [ f =0

—

3. Va? — 22dx

1
3. [ Va2 + 2z + 5dx
el

x

+ T
3. Montrer que si f est périodique de période T' > 0, alors pour tout réel z, f = ff.
T 0

1
Exercice 22. Pour p,q € N on pose Jy, , = [tP(1 —t)9dt
0

1. Montrer que J, 4 = Jg,p
2. Montrer que si p > 1,(q+1)Jpq = pJp—1,441

3. Calculer Jy pyq puis Jp 4

Exercice 23. Soit [ =]} + k7, T + (kK + 1)7[ ot k € Z. Déterminer sur I les primitives suivantes :

I(z) :/ws(;)os_%dxetﬂx) :/cos(

Indication : on pourra calculer I(z) + J(z) et I(x) — J(x).

Exercice 24.
1
(z+)(22 —x+1)

1. Décomposer en éléments simples

3

1
2. En déduire les primitives suivantes : [ 374_1‘196 [ %dw
x T

1
3. Calculer la primitive [ PR (t = /)

Exercice 25.

1
1. Décomposer en élément simples ——————————
P P T DI+ 49

el’

14+ e?)(1 4 e?7)

2. Calculer I'intégrale : J, = [ (
0

Exercice 26.

1. Décomposer en éléments simples m
. 2 ev
2. Calculer l'intégrale : _1f e 1) 1 1)d;v

dxr

dx ou s est une paramétre réel.
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3 Formule de Taylor

Exercice 27. Etablir les inégalités suivantes

x? x3 z? 28
1. Ve > 0,20 — — 4+ — <In(1 <zr— —+ —
x>0, 2+3(1+x)3_n( +z) <z 5+t 3
5 x  x? 5 o
2.Vx > 0,0<Vi+z—-1—=-+ — < —x
3 9 81
z? z? 7t
. R1——< <1l-—— —
3. Vx e R, 2_cos(av)_ 2—1—24

Exercice 28.
1. Appliquer la formule de Taylor avec reste intégrale a ’ordre n de la fonction  — e* entre 0 et x.

2. Montrer que Vx € R,Vn € N,

n k n+ ||
. x| Te
N <
e kz_: AL
(a) En prenant n = 4 en déduire une valeur approché de 1/e 4 1072 prés.
n ok
(b) En déduire lim ) r pour tout z € R fixé.
n—oo o k!

Exercice 29.
1. Appliquer 'inégalité de Taylor avec reste intégral a I'ordre n de la fonction x — In(1 + x) entre 0 et 1.

2. En déduire que
(-1

TR — In(2)
273 1T Ty "
n ka
Exercice 30. Soit x un réel et (u,(z))nen la suite définie par u,(z) = > (—=1)% k)
k=0
|x|2n+1
1. Montrer que |u,(z) — cos(z)| < s

2. En déduire que la suite (u,(x))nen converge et donner sa limite.

4 Somme de Riemann

Exercice 31. Calculer les limites suivantes :

n \/mn2 —_ |2

n—o0 =0 n
n
2. lim > vn? — k2

5 Arcs paramétrés

- -,

Exercice 32. Dans un repére orthonormé direct R = (O, ,7) du plan on considére la courbe C de représen-

tation paramétrique :

définie sur le domaine D = R\ {0, 2}.
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1. Déterminer le tableau de variations des fonctions x et y sur D.
2. La courbe C posséde t-elle un point singulier ?
3. Déterminer les tangentes verticales ou horizontales.

4. Etudier les asymptotes et les branches paraboliques (on précisera la position de ’asymptote par rapport

a la courbe).
5. Montrer que la courbe C admet un point double que 'on déterminera.

6. Tracer C

-,

Exercice 33. Dans un repére orthonormé direct (O, i j) du plan on considére la courbe C :

1ot eRr\{-1,1}

1. Déterminer les symétries de C

2. Déterminer le tableau de variation des fonctions z(t) et y(¢)
3. Déterminer les points singuliers et leurs natures.

4. Déterminer les tangentes horizontales et verticales.

5. Faire ’étude des branches infinies.

6. Tracer sommairement C.

Exercice 34. Etudier les courbes dont les coordonnées cartésiennes sont définies par les équations suivantes :

1. )
1—1¢
t:
z(t) e
t3
)= ——
y(?) T
2.
1 1
)= — -
=17+
1
t)= —— +-
y(?) 173
3. 0
sin(t
1) —
z(t) 1+ cos?(t)
t3
t) =
y(t) T
4.

x(t) = 2 cos(2t)

y(t) = sin(3t)

6 Dénombrement

Exercice 35. On considére les mains de 5 cartes qu’on peut extraire d’un jeu de 52 cartes.
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. Combien y’a t-il de mains différentes ?

. Combien y’a t’il de mains comprenant exactement un as?
p

. Combien y’a t’il de mains comprenant au moins un valet ?
p

. Combien y’a t’il de mains omprenant & la fois au moins un roi et au moins une dame ?

Exercice 36. Combien y’a t’il de bijections de {1,2,...,12} dans lui méme possédant :

1

2

. La propriété : n est pair = f(n) est paire?

. La propriété : n est divisible par 3 = f(n) est divisible par 37

Exercice 37. Soit E un ensemble & n éléments et A C E un sous ensemble de p éléments. quel est le nombre

de parties de E qui contiennent un et un seul élément de A7

Exercice 38. Un étudiant posséde 14 livres de quatre matiéres différentes : 4 livres de mathématiques, 5

d’économie, 3 de philosophie et 2 d’anglais. Il veut ranger ces livres sur une étagére.

1

2

3

. De combien de fagon peut il le faire s’il ne tient pas compte des matiéres?

. De combien de fagon peut il le faire s’il range d’abord les livres d’anglais puis ceux d’économie puis ceux

de maths et enfin ceux de philosophie ?

. De combien de facon peut il le faire s’il range les livres par matiéres ?

Exercice 39. Dans un jeu de 32 cartes on appelle main toute combinaison de 5 cartes.

1

2

3

. Combien de main contiennent 3 rois ?
. Combien de main contienne 3 piques?

. Combien de main contiennent 3 cartes de méme couleur ?

Exercice 40. Une urne contient 5 boules rouges, 4 noires et 3 vertes. On tire trois boules de cette urne

successivement en remettant chaque fois la boule tirée avant le tirage suivant.

1.

2.

Quel est le nombre de tirage possible 7

Combien de fois I’événement "obtenir exactement 3 boules rouges" est réalisé ?
Combien de fois I’événement "obtenir exactement 2 boules rouges" est réalisé ?
Combien de fois I’événement "obtenir au moins 1 boule rouge" est réalisé ?

. Combien de fois I’événement "obtenir deux boules vertes et une noire" est réalisé?
Combien de fois I’événement "obtenir 3 boules de la méme couleur" est réalisé ?

Combien de fois I’événement "obtenir 3 boules de couleur différentes" est il réalisé ?
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Exercice 41. Une urne contient 5 boules blanches et 3 boules rouges indiscernables au toucher. On tire

successivement sans remise 3 boules dans 'urne.
1. Quel est le nombre de tirage possible ?
2. Combien de fois I’événement "obtenir exactement 3 boules rouges" est réalisé ?
3. Combien de fois I’événement "obtenir exactement 2 boules rouges" est réalisé ?

4. Combien de fois I’événement "obtenir exactement 4 boules blanches" est réalisé ?

Exercice 42. On dispose de 3 boites et 5 craies de couleur bleue, rouge, jaune, verte et orange.
1. De combien de facon distinctes peut on ranger les craies dans les trois boites ?
2. Méme question en laissant une boite vide .
3. Méme question si la bleue et la rouge sont rangées ensembles ?

4. Meéme question si la bleue et la rouge sont rangées ensembles mais seules ?

Exercice 43. On lance 3 fois de suite un dé numéroté de 1 & 6 et on note ainsi le triplet obtenu. Combien y’a

t’il de tels triplets ?

7 Probabilité et Variables aléatoires

Exercice 44. Une urne contient une boule rouge, deux boules banches et trois boules noires.

1. On extrait simultanément trois boules de cette urne. On suppose que tous les tirages sont équiprobables.

n

Soit X la variable aléatoire : " nombre de boules blanches parmi les trois boules extraites". Déterminer

la loi de X, son espérance et son écart type.

2. On extrait successivement trois boules de cette urne, en remettant aprés chaque tirage la boule extraite
dans 'urne. On suppose que tous les tirages sont équiprobables. Soit Y 1 variable aléatoire "nombre de

tirage ou apparait une boule blanche". Déterminer la loi de Y, son espérance et son écart type.

Exercice 45. On joue a pile ou face avec 2 piéces. Soit X le nombre de piles obtenus. Déterminer la loi de X,

son espérance et sa variance.

Exercice 46. Trois urnes A, B et C contiennent respectivement 1 boule blanche et 3 noires, 2 blanches et 2
noires, 3 blanches et 1 noire. On tire au hasard une boule dans chacune des 3 urnes, et on désigne par X le

nombre de boules blnches obtenues. Doner la loi de X et sa fonction de répartition.

Exercice 47. On lance 2 dés et on appelle Z la v.a.r égale a la valeur absolue de la différence des numéros

obtenus. Déterminer la loi de Z, a fonction de répartition, son espérance et sa variance.

Exercice 48. L’oral d’un examen comporte 20 sujets possibles. Le candidat tire 3 sujets au hasard. Ce candidat
a révisé seulement 12 sujets. On considére la variable X égale au nombre de sujets révisés parles 3 tirés. Quelle

est la loi de probabilité de X 7
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Exercice 49. Dans une bibliothéque se trouvent 10 livres en langue étrangére : 5 en anglais, 2 en allemand
et 3 en russe. On préléve au hasard 5 de ces livres. Soit X la variable aléatoire qui, & chaque tirage, associe le
nombre de volumes en russe prélevés. Déterminer la loi de probabilité, puis la fonction de répartition de X et

représenter celle-ci.

Exercice 50. Un lot contient 3 pour centre de piéces défectueuses. On préléve au hasard un échantillon de
10 piéces. Les piéces étant trés nombreuses, on admet que le tirage peut étre considéré comme fait au hasard
et avec remise. Soit X la variable "nombre de piéces défectueuses dans I’échantillon". Déterminer la loi de X.

Calculer P([X =0]), P([X > 1]), E(X) et o(X).

Exercice 51. Un fabriquant de berlingots posséde 3 machines A, B et C' qui fournissent respectivement 10,40
et 50 pour cent de la production totale de son usine. Une étude & montré que le pourcentage de berlingots
défectueux et de 3.5 pour cent pour la machine A, de 1.5 pour la machine B et de 2.2 pour cent pour la machine

C. Aprés fabrication les berlingots sont versés dans un bac. On tire au hasard un berlingot.
1. Montrer que la probabilité pour que ce berlingot vient de 'usine C et est défectueux est 0.011.
2. Calculer la probabilité pour ce berlingot soit défectueux.
3. Calculer la probabilité pour que ce berlingot vient de 'usine C' sachant qu’il est défectueux.

4. On préléve successivement dans le bac 10 berlingots en remettant a chaque fois le berlingot tiré dans le

bac. Calculer la probabilité d’avoir au moins un berlingot défectueux.

FIN.
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