


Calculintégral de fonction vectorielle

Semestre 4

CONTINUITE DES FONCTIONS VECTORIELLES

DERIVABILITE DES FONCTIONS VECTORIELLES

Définition de la continuité : I — R™ est conti-
nue en xg € I si Ve > 030 >0

Ve e 1|z —zo| <0 = |[f(2) = f(zo)l| <€

f est continue si et seulement si toute coordon-
née de f est continue.

G

FONCTION DE CLASSE CF

Si une fonction est de classe C* alors chacune
de ses composantes est de classe C¥.

Une fonction f est un C* diffeomorphisme si
f est bijective f € C*(I,J) et f~1 € C*(J,I).

f est un C* diffSomorphisme de I vers f(I)
est équivalent a f’(x) # 0.

Une fonction est dite C* par morceaux sur
(a,b) siils existent ag = a < a3 < ... < ap_1 <
ar = b avec fi(4; a,,,) € C*((as, aiz1),R™).
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INTEGRALES DE RIEMANN

Une fonction est bornée si chacune composante
’est.

Somme de Riemann de f par rapport a la par-
tition P

R(f,P):= Zf(pi)Wl(Ii)
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APPLICATION DE L'INTEGRALE

Inégalités des accroissements finis:

£ (b) = fa)l] < c(b—a)

Prolongement des fonctions de classe C*

si f est continue sur I, de classe C* sur I\ {zo}

et l, = lim f*)(x)alors f est de classe C* sur
Tr—x0

et f()(xq) = I,

N

La fonction f est dérivable en =z si
lim M existe dans R".
T—>To mfl’o

f est dérivable en x( si et seulement si chaque
coordonnée est dérivable en x.
Si f, g sont dérivable alors

(af + B9) (z0) = af'(x0) + By’ (x0)
(fod) (x) = &' (x) f'(6(x))

Soit une forme bilinéaire

(b(f,9)) (o) = b(f'(0), 9(0)) +b(f (20), g' (o)
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RAPPEL SUR L'INTEGRALE DE RIEMANN

Volume : vol([a,b]) =b—a

Taille : maximum des volumes
Partition pointée : {(I1,p1), ..., (Ir,pr)}
Somme de Riemann :

R(f,P) = Z f(pi)vol(I;)

n=1
Riemann-intégrable :

n

Z(supf —inf flvol(I;) < e

i=1

Si f est continue par morceaux alors f est
Riemann-intégrable.

Une fonction continue sur un intervalle com-
pacte est uniformément continue.

\Propriétés : linéarité, additivité, monotonie.

LES THEOREMES FONDAMENTAUX

Premier théoréme fondargclental du cal-

cul intégral: F, : = — [ f(t)dt est une

antidérivée de f qui s’annule en z = a.

Deuxiéme théoréme fondamental du cal-
cul intégral: Soit f une fonction bornée si Fy
et Fy existent alors I} = Fy + cte, la fonction
F, est unique, si F' est une anti dérivée alors
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METHODES D’INTEGRATION

DEFINITION

Soit f bornée, Riemann-intégrable sur un com-
pact de [

xo Zo
t)dt = lim / t)dt+ lim / t)dt
/If( ) z—inf(I) f( ) z—sup(I) f( )
T T

Formules utiles :

o

(1,00

l—a

1 . T
—dt converge si a > 1 vers
@ 1

1
e [ —dt converge si § < 1 vers
01 ¢ 1-5
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CRITERE D’INTEGRABILITE

Si f est positive alors f est intégrable si AM >
b
0 tel que [ f(¢)dt < M.

a
Si f est borné alors f est intégrable.
f est intégrable si et seulement si F' est bornée.

COMPARAISON A UNE SERIE

o0
La série Y f(n) converge si et seulement si f
n=0

est intégrz;ble si f est positive décroissante.

LIMITES ET INTEGRALES

Convergence dominée de Lebesgue : On sup-
pose ()] < lo@l et lim_filt) = (1)

alors
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FORMULES DE TAYLOR

n f(k) T
Pfinzo = Z k;(' ) (z— on)k
k=0 :

Taylor avec reste intégral :

x

(@) = Py (z) = /

(x—t)"
n!

j?(n+1) (t)dt

Taylor Lagrange:

‘.’E _ Il?()|n+1

/@) = Prae(@ll < o200
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PROPRIETES

La LINEARITE et ADDITIVITE.
Théoréeme fondamental pour les intégrales im-

propres : Soit f € CM(I) et soit F' une anti-
dérivée
t)ydt = 1 F(x)— 1l F
1

Si f est continue positive et Riemann-
intégrable alors

/f(t)dt —0= f(t)=0
I

Intégration par partie :

¢(z)f(z)

z sup(I)

/ F ) f(B)dt = Tim
I

— lim
z—inf(
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NORMES ET INTEGRALES IMPROPRES

Si onag}lgbf(x) = 1 ©£1§£fz($) =1, f est

intégrable si et seulement si f; est intégrable
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