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Première partie

Calcul di�érentiel de fonction vectorielle

Dé�nition 0.1. Une fonction vectorielle dé�nie sur un intervalle (réel) I est une fonction f : I → Rn

avec n ∈ N≥0.

Remarque 0.1. Si n = 1, on a des fonctions "numériques" classiques, c'est à dire des fonctions réelles à variable

réelle.

Exemple 0.1. f : [0, 1]→ R3, avec f(t) = (1, t) ∀t ∈ [0, 1]

g : [0, 1]→ R3, avec g(t) = (cos(t), exp(− arctan(t)), t2 + 2).

Il sera utile d'écrire une fonction vectorielle en termes de ses coordonnées, plus précisément, si f : I → Rn,

alors, f(t) = (f(t), . . . , fn(t)) avec fi : I → R ∀i = 1, · · · , n avec fi := πiof où π :

Rn → R

(x1, · · · , xn) 7→ xi

pour

tout i = 1, · · · , n.

Remarque 0.2 (Idée). Développer un calcul di�érentiel (continuité, dérivabilité, intégration) pour des fonctions

vectorielles.

1 Continuité des fonctions vectorielles

Remarque 1.1. Une norme sur Rn est une application ‖.‖ : Rn → R+ avec

1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖∀λ ∈ R,∀ ∈ Rn

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖∀x, y ∈ Rn

Remarque 1.2. Nous rappelons les dé�nitions suivantes

� ‖(x1, · · · , xn)‖p = (
∑
i=1

|xi|p)
1
p

� ‖(x1, · · · , xn)‖1 =
n∑
i=1

|xi|

� ‖(x1, · · · , xn)‖∞ = max
i=1,··· ,n

|xi|

Exemple 1.1. Une norme sur Rn donne une distance sur Rn, (d‖.‖(x, y) = ‖x− y‖) donc une notion de "être

proche".

Proposition 1.1. Toutes les normes sur Rn sont équivalentes c'est à dire la notion de "être proche" dans Rn

ne dépend pas du choix de la norme sur Rn.

Dé�nition 1.1. Soit ‖.‖ une norme sur Rn. Une fonction vectorielle f : IRn est continue en x0 ∈ I si

∀ε > 0∃δ > 0 tel que

∀x ∈ I, |x− x0| < δ alors ‖f(x)− f(x0)‖ < ε

Remarque 1.3. La dé�nition ne dépend pas du choix de ‖.‖ grâce à la proposition précédente.

Dé�nition 1.2. f : I → Rn est dite Continue sur I si f est continue en x0 ∀x0 ∈ I.
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Proposition 1.2. Soit f : I → Rn alors f est continue si et seulement si toute coordonnée de f est continue.

Démonstration. D'une part (⇒) considérons π : Rn → R la i-ème projection. Elle est une fonction continue

(au sens topologique). Alors fi = πiof donc fi est continue état composition de fonctions continues (preuve

alternative, plus directe en TD).

D'autre part (⇐) on suppose que f = (fi, · · · , fn) et f1, · · · , fn sont continues en x0 ∈ I (fi : IR). Par dé�nition

∀ε > 0,∃δi > 0|x−x0| < δi ⇒ |fi(x)− fi(x0)| < ε

n
. On veut prouver que f est continue choisissons par exemple

la norme 1, ‖.‖1. Soit ε > 0 et prenons δ = min δi > 0 alors si |x− x0| < δ

⇒ |x− x0| < δi ∀i = 1, · · · , n

⇒ |fi(x)− fi(x0)| < ε

n
∀i = 1, · · · , n

⇒ ‖f(x)− f(x0)‖1 =

n∑
i=1

|f1(x)− fi(x0)| < ε

donc f est continue en x0.

Exemple 1.2. f : [0, 1]→ R2 et t 7→ (1, t) est continue.

Exemple 1.3. g :

[0, 1]→ R2

t 7→ (δ0, t)

n'est pas continue (symbole de Kronecker).

Il su�t d'avoir une composante pas continue pour ne pas avoir continuité de la fonction vectorielle.

2 Dérivabilité des fonctions vectorielle

Dé�nition 2.1. Une fonction vectorielle f : I → Rn est dite dérivable en x0 ∈ I si la limite

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

existe dans Rn. Das ce cas, la limite s'appelle la dérivée de f en x0 et elle est notée f ′(x0) ∈ Rn. La fonction

f est dite dérivable sur I si elle est dérivable en tout point x0 ∈ I.

Remarque 2.1. lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= v si ‖f(x)− f(x0)

x− x0
− v‖ → 0 peu importe quelle norme ‖.‖ de R.

Proposition 2.1. f : I → Rn est dérivable en x0 ∈ I si et seulement si chaque coordonnée est dérivable en x0

et on a

f ′(x0) = (f ′1(x0), · · · , f ′n(x0))

Démonstration. D'une part (⇒) soit f dérivable en x0, f
′(x0) = ((f ′(x0))1, · · · , (f ′(x0))n). La dé�nition de

limite (avec la norme ‖.‖∞) nous dit que

‖f(x)− f(x0)

x− x0
− ((f ′(x0)), · · · , (f ′(x0))n)‖∞ → 0

De plus
f(x)− f(x0)

x− x0
= (

f1(x)− f1(x0)

x− x0
, · · · , fn(x)− fn(x0)

x− x0
)



Calcul Intégral Calcul di�érentiel de fonction vectorielle 5

On a donc par la dé�nition de ‖.‖∞

max
i=1,··· ,n

|fi(x)− fi(x0)

x− x0
− (f ′(x0))| → 0

donc en particulier

|fi(x)− fi(x0)

x− x0
− f ′(x0)i| → 0

fi(x)− fi(x0)

x− x0
→ (f ′(x0))i ∈ R

donc fi est dérivable en x0.

f ′i(x0) = (f ′(x0))i ∀i = 1, · · · , n

Donc f ′(x0) = f donc la limite

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= (f ′(x0), · · · , f ′n(x0)) ∈ Rn

f est dérivable en x0 et de dérivée

f ′(x0) = (f ′1(x0), · · · , f ′n(x0))

D'autre part (⇐) supposons que ∀i = 1, · · · , n, fi est dérivable en x0 de dérivée f ′i(x0). Choisissons ‖.‖∞

‖f(x)− f(x0)

x− x0
− (f ′1(x0) · · · f ′n(x0)‖∞ = max

i
|fi(x)− fi(x0)

x− x0
− fi(x0)| → 0

donc la limite lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= (f ′1(x0) · · · f ′n(x0)) donc f est dérivable en x0 et de dérivée

f ′(x0) = (f ′1(x0) · · · f ′n(x0))

Remarque 2.2. On peut dé�nir aussi les dérivées à droite et à gauche des fonctions vectorielles. Encore une

fois, on a les liens avec les dérivées à droite et à gauche des coordonnées.

Proposition 2.2. Soit les propriétés suivantes

1. Soient f, g : I → Rn avec f, g dérivables en x0 ∈ I et soient α, β ∈ R. Alors αd + βg est dérivable e x0

et (αf + βg)′(x0) = αf ′(x0) + βg′(x0) (linéarité de la dérivée).

2. Soit f : I → Rn avec I intervalle ouvert. Si f ′(x) = 0∀x ∈ I, alors f est (un vecteur) constant.

3. Soient I, J deux intervalles réels, φ : I → J dérivable sur I et f : J → Rn dérivable. Alors foφ : I → Rn

est dérivable et de dérivée

(foφ)′(x) = φ′(x)f ′(φ(x))

pour tout x ∈ I

Démonstration. .
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1. Il su�t de véri�er que toutes les coordonnées de αf+βg sont dérivables. Mais (αf+βg)i = αfi+βgi,∀i =

1, · · · , n. Mais fi et gi sont dérivables. αfi + βgi est dérivable, selon le cours d'Analyse 1. Donc αf + βg

est dérivable et de dérivée

(αf ′1 + βg′1, · · · , αf ′n + βg′n) = α(f ′1, · · · , f ′n) + β(g′1, · · · , g′n) = αf ′ + βg′

2. Exercice

3. Exercice

Et pour le produit ? Mieux vaut considérer des formes bilinéaires.

Proposition 2.3. Soient f, g : I → Rn dérivables en x0 ∈ I et soit b : Rn ×Rn → R une forme bilinéaire alors

b(f, g) : I → R

b(f, g) : x 7→ b(f(x), g(x))

est dérivable en x0 et de dérivée

(b(f, g))′(x0) = b(f ′(x0), g(x0)) + b(f(x0), g′(x0))

Démonstration. Voir en TD

Exemple. Pour n = 1 et b :

R× R→ R

(x, y) 7→ xy

on a b(f, g) = fg donc l'énoncé coïncide avec celui d'Analyse 1

pour le produit.

Exemple. Soit 〈·, ·〉 le produit scalaire standard sur Rn (‖x‖2 =
√
〈x, x〉 ∀x ∈ Rn) et soit f : I → Rn

dérivable. Calculer la dérivée de ‖f‖2 :

I → R

x 7→ ‖f(x)‖2
.

On a que

� 〈f, f〉 : I → R est dérivable sur I

� φ est dérivable sur R+. Donc D'après Analyse 1 on a que ‖f‖2 = φo(〈f, f〉) est dérivable pour x tel que

〈f(x), f(x)〉 6= 0⇔ f(x) 6= 0 et la dérivée est

(‖f‖′2)(x) = (〈f, f〉)′(x).φ′(〈f, f〉(x))

= (〈f ′, f〉+ 〈f, f ′〉)(x)× 1

2
√
〈f, f〉(x)

= 2〈f, f ′〉(x)× 1

2‖f(x)‖2

=
〈f(x), f ′(x)〉
‖f(x)‖2
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3 Fonctions de Classe Ck par morceaux

3.1 Fonctions de classe Ck

On supposera toujours I dérivable ouvert et non vide

Dé�nition 3.1. Une fonction vectorielle f : I → Rn est dite de classe Ck sur I si f est k-fois dérivable sur I

et la dérivée k-ième f (k) est continue. On écrire f ∈ Ck(I,Rn)

Remarque 3.1. C0(I,Rn) = {f : I → Rn continue}

Remarque 3.2. Si l ≥ k Cl(I,Rn) ⊇ Ck(I,Rn) .

En fait soit f ∈ Ck(I,Rn), donc f est k fois dérivable donc f est l fois dérivable. Il reste a prouver que f (l) est

continue mais

� si l = k, trivial

� si l < k, f (l) est dérivable (parce que f admet la dérivée d'ordre l+ 1) mais dérivable implique continue.

Remarque 3.3. On peut aussi donner la dé�nition de Ck par récurrence sur K, c'est à dire

� f est de classe C0 si f est continue

� f est de classe Ck+1 (avec k ≥ 0) si f est dérivable et f ′ ∈ Ck.

Dé�nition 3.2. Une fonction vectorielle f : I → Rn est dite de classe C∞ sur I si f est de classe Ck pour tout

k ∈ N. On écrira f ∈ C∞(I,Rn).

Remarque 3.4. C∞(I,Rn) =
⋂
k∈N

Ck(I,Rn)

Exemple 3.1. f : R→ R, f(x) :=

0 six ≤ 0

x2 si x > 0

.

f ∈ C1(R,R, f ′(x) =


0 si x < 0

0 si x = 0

2x si x > 0

Exemple 3.2.

f :

R+ → R2

x 7→ (log(x);x2 + sin(x))

Corollaire 3.1. f : I → Rn est de classe Ck sur I c'est équivalent à dire que chaque coordonnée de f est de

classe Ck.

Proposition 3.1. 1. Ck(I,Rn) est un R-espace vectoriel ∀k ∈ N ∪ {∞}

2. si f ∈ Ck(I,R) et g ∈ Ck(I,Rn), alors le produit scalaire fg = (fg1, · · · , fgn) est dans Ck(I,Rn)

3. si f ∈ Ck(I,Rn), φ ∈ Ck(J, I) avec J, I intervalles ouverts réels, alors foφ ∈ Ck(J,Rn)

Démonstration. 1. exercice (utiliser le corollaire)

2. .
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3. on utilise la dé�nition par récurrence sur k.

� k = 0 (composition des fonctions continues est continu)

� supposons que le résultat est vrai pour k �xé positif. On le prouve pour k+ 1. Donc f et φ sont déri-

vables donc foφ est dérivable et (foφ)′(x) = φ′(x).f ′(φ(x))∀x ∈ J donc par hypothèse de récurrence

f ′oφ ∈ Ck(J,Rn).

D'autre part, on utilise 2) pour déduire que (foφ)′ = φ′(f ′oφ) est de classe Ck donc par dé�nition

foφ ∈ Ck+1(I,Rn).

3.2 Ck- Di�éomorphismes

Dans cette section on s'intéresse uniquement à des fonctions réelles des variables réelles

Dé�nition 3.3. Soient I, J deux intervalles ouverts : réels. Une fonction f : I → J est dite un Ck di�éomor-

phisme (avec k ∈ N ∪ {∞}) si

1. f bijective

2. f ∈ Ck(I, J)

3. f−1 ∈ Ck(J, I)

Exemple 3.3. exp : R → R+ elle est bijective, de réciproque log : R+ → R. Comme exp ∈ C∞(R,R+) et

log ∈ C∞(R+,R) alors exp est un C∞-di�éomorphisme de R vers R+.

Proposition 3.2. Soient I un intervalle ouvert réel. f : I → R une fonction de classe Ck(I,R) avec k ≥ 1

alors f est un Ck di�éomorphisme de I vers f(I) est équivalent f ′(x) 6= 0∀x ∈ I.

Démonstration. D'une part (⇒) Si f est un Ck-di�éomorphisme, alors en particulier, f est inversible, donc il

existe f−1 avec f−1of = id.

Or, (f−1of)(x) = x∀x ∈ I. Mais, D'après la dé�nition de Ck di�éomorphisme et comme k ≥ 1, f, f−1 sont

dérivables, donc 1 = (f−1of)′(x) = (f−1)′(f(x)).f ′(x)∀x ∈ I ⇒ f ′(x) 6= 0∀x ∈ I.

D'autre part (⇐) il faut prouver que

� f bijective

� f ∈ Ck(I, f(I)) (déjà véri�é par hypothèse)

� f−1 ∈ Ck(f(I), I)

Prouvons d'abord que f est bijective sur son image comme f ∈ C1(I,R), f ′ est continue sur I, mais par

hypothèse, f ′(x) 6= 0. D'après le théorème des valeurs intermédiaires, f ′(x) > 0∀x ∈ I ou f ′(x) < 0∀x ∈ I ainsi

f est strictement monotone et donc f est bijective sur son image f(I).

Donc il existe f−1 : f(I) → I. On va prouver que f−1 ∈ Ck(f(I), I). On voit D'après Analyse 1 que f−1 est

dérivable sur f(I), de dérivée

(f−1)′(y0) =
1

f ′(f−1(y0))

Pour prouver que f−1 ∈ Ck(f(I), I) on peut prouver que (f−1)′ ∈ Ck−1(f(I), I) mais

(f−1)′ =
1

f ′(f−1)
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Par récurrence , f−1 ∈ Ck.

� k = 0 implique f−1 est continue (Analyse I)

� Supposons que f−1 ∈ Ck(k > l ≥ 0) prouvons que f−1 ∈ Cl+1. Si f−1 ∈ Cl, f ′ ∈ Ck−1 ⊆ Cl ⇒ f ′of−1 ∈

Cl ⇒ 1

f ′of−1
∈ Cl ⇒ (f−1)′ ∈ Cl ⇒ f−1 ∈ Cl+1.

Comme on peut utiliser la récurrence pour tout l < k, on obtient (à la dernière étape) f−1 ∈ Ck(f(I), I).

3.3 Fonctions de classe Ck par morceaux

Dé�nition 3.4. Une fonction f : (a, b) → Rn avec a, b ∈ R ∪ {±∞} est dite de classe Ck par morceaux sur

(a, b) (avec k ∈ N ∪ {∞}) si ils existent a0, · · · , ar ∈ [a, b] donc a0 = a < a1 < · · · < ar−1 < ar = b avec

1. f]ai,ai+1[ ∈ Ck((ai, ai+1),Rn)∀i = 0, · · · , r − 1

2. la limite droite de f et la limite gauche de f est �nie pour tout point de discontinuité.

Proposition 3.3. Soit f : I → Rn avec I un intervalle réel ouvert f ∈ C0(I,Rn) alors f constante est

équivalente à f ′(x) = 0 ∀x où f est dérivable.

Démonstration. D'une part (⇒) trivial.

D'autre part (⇐) on sait que il existe a0, · · · , ar−1 avec f est dérivable (et de dérivée nulle) sur chaque

]ai, ai+1[, i ∈ {0, · · · , r − 1} alors f|]ai,ai+1[(x) = ci pour tout i ∈ {0, · · · , r − 1} avec ci ∈ Rn. Mais f est

continue, donc ∀i ∈ {1, · · · , r − 1} , ci−1 = lim
x→a−i

f(x) = lim
x→a+i

f(x) = ci Donc c0 = c1 = · · · = cr−1 = c. Alors

f(x) = c sur I.

4 Intégration

Motivation

Les intégrales sont omniprésentes dans les mathématiques (et dans les autres domaines) en analyse, en probabilité

etc. . . On va voir une application des intégrales à la théorie des nombres.

Théorème 4.1. π ∈ R \Q

Démonstration. (Niven, 1946) On présente la preuve dûe à Niven, voir [?] Par contradiction on suppose que

π ∈ R ie π =
a

b
avec a, b ∈ N. On dé�ni la famille de fonctions suivantes

fn(x) =
xn(a− bx)n

n!

Fn(x) = fn(x)− f (2)n (x) + f (4)n (x) + · · ·+ (−1)nf (2n)n (x)

1. Montrons que fn(π − x) = fn(x)
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fn(π − x) =
(π − x)n(a− b(π − x))n

n!

=
(a/b− x)n(a− a+ bx)n

n!

=
bn(a/b− x)nxn

n!

=
(a− bx)nxn

n!
= fn(x)

2. Montrons que f
(j)
n (0) ∈ Z et f

(j)
n (π) ∈ Z

dfa(x) = xn(a− bx)n

= xn
n∑
k=0

(−1)kCnk a
n−kbkxk

Niven

Si j < n on a f
(j)
n (0) = 0. Si j ∈ {n, 2n} on a

f (j)n (x) =
1

n!

n∑
k=j−n

(−1)kan−kbkCnk (n+ k)(n+ k − 1) · · · (n+ k − j + 1)xn+k−j

f
(j)
n (0) =

1

n!
(−1)j−nan−j+nbj−nCnj−nj! = entier

j!

n!
∈ Z parce que f

(j)
n (π) ∈ Z depuis 1) et f

(j)
n (0) ∈ Z

(après calcul di�érentiel).

3. Calculons la dérivée suivante

d

dx
(F ′n(x) sin(x)− Fn(x) cos(x)) = F ′′n (x) sin(x) + F ′n(x) cos(x)− F ′(x) cos(x) + Fn sin(x)

= (F ′′n (x) + Fn(x)) sin(x)

= ((fn(x)− f (2)n (x) + · · ·+ (−1)nf (2n)n (x))′′

+ (fn(x)− f (2)n (x) + · · ·+ (−1)nf (2n)n (x))) sin(x)

= (f (2)n (x)− f (4)n (x) + · · ·+ (−1)n−1f (2n)n (x)

+ f0(x)− f (2)n (x) + f (4)n (x) + · · ·+ (−1)nf (2n)n (x)) sin(x)

= fn(x) sin(x)

4. On a donc que
π∫
0

fn(x) sin(x)dx = [F ′(x) sin(x)− F (x) cos(x)]π0 = Fn(π) + Fn(0) ∈ Z par 2

5. Montrons que ∀x ∈]0, π[

0 < fn(x) sin(x) <
πnan

n!

D'une part sin(x) > 0 si x ∈]0, π[ donc f0(x) =
xn

n!
(a − bx)n > 0. D'autre part sin(x) ≤ 1 et donc

fn(x) =
xn

n!
(a− bx)n

6. En conclusion par monotonie de l'intégrale on a
π∫
0

0dx <
π∫
0

fn(x) sin(x)dx <
π∫
0

πnan

n!
dx et donc 0 <∫ π

0
fn(x) sin(x)dx <

πn+1an

n!
Pour n assez grand et donc

∫ π
0
fn(x) sin(x)dx doit être un entier dans ]0, 1[
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ce qui n'est pas le cas autrement dit on a une contradiction.

4.1 Rappel sur l'intégrale de Riemann

Dé�nition 4.1. Une partition d'un intervalle compact [a, b] et une famille {I1, I2, · · · , In} avec Ii un sous

intervalle de [a, b]∀i = {1, 2, · · · , n} et
r⋃
i=1

Ii = [a, b] et Ii ∩ Ij consiste d'au plus un point si i 6= j.

Dé�nition 4.2. Le volume d'un intervalle compact [a, b] est vol([a, b]) = b− a

Dé�nition 4.3. Soit P = {I1, I2, · · · , In} une partition de [a, b]. La taille de P est le maximum des volumes

de Ii, i ∈ {1, · · · , n}.

Exemple 4.1. Soit [0, 1] et P = {[0, 1/2], [1/2, 3/4], [3/4, 1]} la taille de P est 1/2.

Dé�nition 4.4. Une partition pointée de [a, b] est une famille {(I1, p1), (I2, p2), · · · , (Ir, pr)} avec

� {I1, I2, · · · , Ir} une partition de [a, b]

� pi ∈ I∀i ∈ {1, 2, · · · , r}

Dé�nition 4.5. Soit f une fonction bornée sur [a, b] et soit P̃ = {(I1, p1), (I2, p2), · · · , (Ir, pr)} une partition

pointée de [a, b] alors la somme de Riemann de f par rapport à P̃ est

R(f, P̃ ) =

r∑
i=1

f(pi)vol(Ii)

La fonction f est dite Riemann-intégrable et l'intégrale l ∈ R si ∀ε > 0∃δ > 0 tel que pour toute partition

pointée P̃ de [a, b] de taille au plus δ on a |R(f, P̃ )− l| < ε.

On écrire dans ce cas l =
b∫
a

f(t)dt. Les normes de Riemann de f convergent vers une limite �nie pour des

partitions assez �ne. Si f est continue, l est l'aire sous le graphe de la fonction.

Problème. La dé�nition est très di�cile à utiliser

Théorème 4.2. Soit f une fonction bornée sur [a, b]. On a que f est Riemann-intégrable si et seulement si

∀ε > 0∃P une partition de [a, b] avec
n∑
i=1

(sup
I
f − inf

I
f)vol(Ii) < ε

Démonstration. Admise

Question. Est ce qu'ils existent des fonctions bornées sur [a, b] qui ne sont pas Riemann-intégrable ?

Exemple 4.2. Soit les exemples suivants

� f : δi sur [0, 2] est Riemann-Intégrable ∀ε > 0, on peut choisir la partition P =
{

[0, 1− ε

3
], [1− ε

3
, 1 +

ε

3
], [1 +

ε

3
, 2]
}

et on a

(sup
I1

(f)− inf
I1

(f))vol(I1) + (sup
I2

− inf
I2

)vol(I2) + (sup
I3

(f)− inf
I3

(f))vol(I3) =
2ε

3
< ε
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� f : [0, 1] → R tel que f =

0 si x /∈ Q ∩ [0, 1]

1 si x ∈ Q ∩ [0, 1]

= χQ∩[0,1] cette fonction n'est pas Riemann intégrable

parce que en utilisant le théorème on a que pour toute partition P de [0, 1]

n∑
i=1

(sup
Ii

f − inf
Ii
f)vol(Ii) =

n∑
i=1

vol(Ii) = 1

Des fonctions avec une su�sante régularité sont Riemann-intégrables.

Théorème 4.3 (Heine-Cantor). Une fonction continue sur un intervalle compacte est uniformément continue

Dé�nition 4.6. On rappelle les dé�nitions suivantes

� Continuité : ∀ε > 0∀x, y ∈ I∃δ > 0, |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < δ

� Continuité uniforme : ∀ε > 0∃δ > 0∀x, y ∈ I tel que |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < δ

Théorème 4.4. Soit f ∈ CM0([a, b],R) alors f est Riemann-intégrable sur [a, b]

Démonstration. Comme f est continue par morceaux sur [a, b], on a a = a0 < a1 < · · · < ar = b telle que

f|]ai,i+1[ est continue et lim
x→a+i

et lim
x→a−i+1

f(x) existent �nies ∀i = 0, 1, · · · , r−1 donc on peut dé�nir des fonctions

f̃i : [ai, ai+1]→ R continues et bornées (prolongement par continuïté).

Soit ε > 0. On voudrait utiliser le théorème de caractérisation de l'intégrabilité à la Riemann. Grâce au

théorème de Heine-Cantor les fonctions f̃i sont uniformément continues sur [ai, ai+1] ⇒ ∃δi > 0 tel que si

x, y ∈ [ai, ai+1], |x− y| < δi alors |f̃i(x)− f̃i(y)| < ε

2(b− a)
.

Soit R = sup
[a,b]

f− inf
[a,b]

f (<∞ car f bornée). On peut supposer que R 6= 0 (sinon f = cte et donc elle est Riemann

intégrable). Posons 0 < δ < min
{
δ0, δ1, · · · , δr−1

ε

4nR

}
. Soit P une sous partition de {[a0, a1], [a1, a2], · · · , [ar−1, ar]}

de taille inférieur à δ. On note P = {I1, I2, · · · , Ir}. Cette partition véri�e le théorème de caractérisation de

l'intégrabilité de Riemann, donc on a l'énoncé
r∑
i=1

(sup
Ii

− inf
Ii
f)vol(Ii) < ε

r∑
i=1︸︷︷︸

au moins un δij

(sup
Ii

− inf
Ii
f)vol(Ii) +

r∑
i=1︸︷︷︸

aucun δij

(sup
Ii

− inf
Ii
f)vol(Ii)

<
∑

R.δ +
∑

I∈[ai,ai+1]

(max
I
f̃k −min

I
f̃k)vol(Ii)

< Rδ# {Ii qui contiennent des δj}+
∑

Ii⊆]ak,ak+1[

ε

2(b− a)
vol(Ii)

= Rδ2r +
ε

2(b− a)

∑
Ii⊆]ak,ak+1[

vol(Ii)

< Rδ2r +
ε

2(b− a)
vol([a, b])

< R2r
ε

4Rr
+
ε

2
= ε

Corollaire 4.1. En particulier, toute fonction continue sur un intervalle compact est Riemann-intégrable.

Démonstration. Admise
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L'intégrale de Riemann rejouït des propriétés suivantes.

Proposition 4.1. Soient f, g : [a, b]→ R deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] et λ ∈ R alors

1. (linéarité) λf + g est Riemann-intégrable sur [a, b] et

b∫
a

(λf + g)(t)dt = λ

b∫
a

f(t)dt+

b∫
a

g(t)dt

2. (additivité, rotation de Chasles) si c ∈ [a, b], alors f est Riemann-intégrable sur [a, c] et sur [c, b] et

b∫
a

f(t)dt =

c∫
a

f(t)dt+

b∫
c

f(t)dt

3.
a∫
a

f(t)dt = 0

4. (monotonie) si f(x) ≤ g(x)∀x ∈ [a, b], alors

b∫
a

f(t) ≤
b∫
a

g(t)dt

Démonstration. admise

Notation. Si a, b ∈ R, a < b et est Riemann intégrable sur [a, b] on note

a∫
b

f(t)dt = −
b∫
a

f(t)dt

Question. Si f est positive et
b∫
a

f(t)dt = 0 alors f(t) = 0. L'a�rmation est vraie si f est continue, mais pas

en général.

Dé�nition 4.7. Si A ⊆ R la fonction caractéristique de A est la fonction χA : R→ R

χA(x) :=

1 si x ∈ A

0 autrement

Exemple 4.3. Soit a < c < d. La fonction χ{c} : [a, b]→ R est Riemann intégrable et
b∫
a

χ{c}(t)dt = 0

Remarque 4.1. Plus généralement la valeur de l'intégrale de Riemann de f ne dépend pas des valeurs prises par

f dans un ensemble �ni de points, si f : [a, b]→ R est une fonction Riemann intégrable sur [a, b] et g : [a, b]→ R

telle que g(x) = f(x)∀x ∈ [a, b] \ S,#S <∞, alors g est Riemann intégrable et

b∫
a

g(t)dt =

b∫
a

f(t)dt
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En e�et, on a que

g = f +
∑
s∈S

(g(s)− f(s))χ{s}(x) ∀x ∈ [a, b]

(en outre, si x0 ∈ [a, b] \ S, f(x0) +
∑
s∈S

(g(s)− f(s))χ{S}(< x0) = f(x0) = g(x0) et si x0 ∈ S, f(x0) +
∑
s∈S

(g(s)−

f(s))χ{S}(x0) = f(x0) + (g(x0)− f(x0)).1 = g(x0)).

Maintenant on sait que f est Riemann intégrable (hypothèse) et que χ{S} est Riemann intégrable (exemple)

alors g = f +
∑
s∈S

(g(s) − f(s))χ{S} est une combinaison linéaire �nie de fonction Riemann intégrable, donc g

est Riemann intégrable depuis la proposition en partie 1. Le même énoncé a�rme que

b∫
a

g(t)dt =

b∫
a

f(t)dt+
∑
s∈S

(g(s)− f(s))

b∫
a

χ{S}(t)dt =

b∫
a

f(t)dt

Exemple 4.4. Soit f :


[1, 1000]→ R

log(
x

x2 + 1
)− arctan(exp(sin(x)))

. Elle est Riemann intégrable parce que f est

continue sur [1, 1000]. Soit maintenant g : [1, 1000]→ R dé�nie comme

g(x) =


π2

6x
si x ∈ N

f(x) autrement

La remarque permet de conclure que g est Riemann-intégrable sur [1, 1000].

4.2 Intégrales de Riemann des fonctions vectorielles

(I est un intervalle réel, n ∈ N \ {0})

Dé�nition 4.8. Une fonction vectorielle f : I → Rn est dire bornée sur I si il existe C ∈ R telle que

‖f(x)‖ ≤ C∀x ∈ I (pour n'importe quel choix de la norme sur Rn).

Dé�nition 4.9. Prouver que e�ectivement la dé�nition ne dépend pas de choix de la norme sur Rn.

Proposition 4.2. Une fonction vectorielle est bornée en I si et seulement si chacune de ses coordonnées l'est.

Démonstration. D'une part (⇒) soit f : I → Rn, f = (f1, · · · , fn) une fonction bornée alors, ∃C ∈ R, ‖f(x)‖∞ ≤

C∀x ∈ I. Mais alors pour tout i ∈ {1, · · · , n}

|fi(x)| ≤ max
j∈{1,··· ,n}

|fj(x)| = ‖f(x)‖∞ ≤ C ∀x ∈ I

donc fi est bornée.

D'autre part (⇐) soit f = (f1, · · · , fn), avec f1, · · · , fn fonctions (numériques) bornées alors ∃c1, · · · , cn
telle que |fi(x)| ≤ ci∀x ∈ I, ∀i ∈ {1, · · · , n}. Prenons C = max {c1, · · · , cn} on a que ∀x ∈ I, ‖f(x)‖∞ =

max
i∈{1,··· ,n}

|fi(x)| ≤ C donc fest bornée.

On peut maintenant dé�nir l'intégrale de Riemann pour des fonctions vectorielles bornées.



Dé�nition 4.10. Soit f : [a, b] → Rn une fonction bornée sur [a, b]. Soit P = {(I1, p1), · · · , (Ir, pr)} une

partition pointée de [a, b]. La somme de Riemann de f par rapport à la partition P est

R(f, P ) :=

r∑
i=1

f(pi)vol(Ii) ∈ Rn

La fonction f est Riemann-intégrable si il existe L ∈ Rn tel que ∀ε > 0∃δ > 0 tel que pour toute pointée P de

taille plus petite que δ on a

‖R(f, P )− L‖ < ε

(pour n'importe quel choix de la norme sur Rn). Dans ce cas, le vecteur L est appelé l'intégrale de Riemann

de f sur [a, b] et noté
b∫
a

f(t)dt.

Proposition 4.3. Soit f : [a, b] → Rn une fonction bornée alors f est Riemann-intégrable sur [a, b] si et

seulement si chacun de ses coordonnées est Riemann intégrable sur [a, b]. Mais on a que

∫ b

a

f(t)dt = (

b∫
a

f1(t)dt, · · · ,
b∫
a

fn(t)dt)

Démonstration. D'une part (⇒) On suppose que f est Riemann-intégrable sur [a, b], L =
b∫
a

f(t)dt ∈ Rn,

L = (L1, · · · , Ln). Fixons i ∈ {1, · · · , n} et on prouve que f est Riemann-intégrable.

Soit ε > 0. Comme f est Riemann intégrable, on sait que ∃δ > 0. Pour toute partition pointée P de taille inférieur

à δ on a ‖R(f, P )−L‖∞ < ε⇒ max
i∈{1,··· ,n}

|(R(f, P )−L)i| < ε⇒ max |R(fi, P )−Li| < ε⇒ |R(fi, P )−Li| < ε

D'autre part (⇐) soit f = (f1, · · · fn) avec f1, · · · , fn Riemann intégrables sur [a, b]. Soit ε > 0. Donc ∀i ∈

{1, · · · , n} ∃δi > 0 tel que pour toute partition pointée P de taile inférieur à δi o a

|R(fi, P )−
b∫
a

fi(t)dt| < ε

Donc, posons δ = min
i∈1,··· ,n

δi alors, pour toute partition pointée P de [a, b] de taille inférieur à δ on a

‖R(f, P )− (

b∫
a

f1(t)dt, · · · ,
b∫
a

fn(t)dt)‖∞ = ‖(R(f1, P )−
b∫
a

f1(t)dt, · · · ,R(fn, P )−
b∫
a

fn(t)dt)‖∞

= max
i∈{1,··· ,n}

|R(fi, P )−
∫ b

a

fi(t)dt| < ε

Donc f est Riemann intégrable et
b∫
a

f(t)dt = (
b∫
a

f1(t)dt, · · · ,
b∫
a

fn(t)dt).

Cette proposition permet de trouver les propriétés analogues pour pour l'intégrale de Riemann des fonctions

vectorielles

Proposition 4.4. Soient f, g : [a, b]→ Rn et λ ∈ R alors

1. (linéarité) λf + g est Riemann intégrable et

b∫
a

(λf + g)(t)dt = λ

b∫
a

f(t)dt+

b∫
a

g(t)dt

15



2. (additivité, relation de Chasles) si c ∈ [a, b] alors f est Riemann intégrable sur [a, c] et sur [c, b] et

b∫
a

f(t)dt =

c∫
a

f(t)dt+

b∫
c

f(t)dt

3.
a∫
a

f(t)dt = 0

Démonstration. Nous prouvons les trois

1. f = (f1, · · · , fn) et g = (g1, · · · , gn). D'après la proposition précédente f1, · · · , fn, g1, · · · , gn sont Riemann-
intégrables sur [a, b]. D'après le résultat analogue sur les fonctions numériques (voir la proposition de ce

matin) λfi + gi est Riemann intégrable sur [a, b] et
b∫
a

(λfi + gi)(t)dt = λ
b∫
a

fi(t)dt+
b∫
a

gi(t)dt.

Mais λf + g = λ(f1, · · · , fn) + (g1, · · · , gn) = (λf1 + g1, · · · , λfn + gn) et pour tout i ∈ {1, · · · , n} , λfi + gi
est Riemann-intégrable donc λf + g est Riemann intégrable et

b∫
a

(λf + g)(t)dt = (

b∫
a

(λf1 + g1)(t)dt, · · · ,
b∫
a

(λfn + gn)(t)dt)

= (λ

b∫
a

f1(t)dt+

b∫
a

g1(t)dt, · · · , λ
b∫
a

fn(tpdt+

b∫
a

gn(t)dt)

= λ(

b∫
a

f1(t)dt, · · · ,
b∫
a

fn(t)dt) + (

b∫
a

g1(t)dt, · · · ,
b∫
a

gn(t)dt)

= λ

b∫
a

f(t)dt+

b∫
a

g(t)dt

2. Comme f est Riemann-intégrable f1, · · · , fn sont Riemann-intégrable. D'après la proposition précédente,
f1, · · · , fn sont Riemann intégrable sur [a, c] et sur [c, b] et

b∫
a

fi(t)dt =

c∫
a

fi(t)dt+

b∫
c

fi(t)dt

donc

b∫
a

f(t)dt = (

b∫
a

f1(t)dt, · · · ,
b∫
a

fn(t)dt) = (

c∫
a

f1(t)dt+

∫ b

c

f1(t)dt, · · · ,
∫ c

a

fn(t)dt+

∫ b

c

fn(t)dt)

= (

c∫
a

f1(t)dt, · · · ,
c∫
a

fn(t)dt) + (

b∫
c

f1(t)dt, · · · ,
∫ b

c

fn(t)dt)

=

c∫
a

f(t)dt+

b∫
c

f(t)dt

3.
a∫
a

f(t)dt = (
∫ a
a
f1(t)dt, · · · ,

∫ a
a
fn(t)dt) = (0, · · · , 0) = 0

On peut comparer la norme de l'intégrale d'une fonction vectorielle avec l'intégrale d'une fonction vectorielle
avec l'intégrale de la norme.
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Proposition 4.5. Soit f : [a, b]→ Rn une fonction Riemann-intégrable sur [a, b] et soit ‖.‖ une norme sur Rn
alors, ‖f‖ : [a, b]→ R est Riemann-intégrable sur [a, b] et

‖
b∫
a

f(t)dt‖ ≤
b∫
a

‖f(t)‖dt

Remarque 4.2. Si n = 1 la proposition a�rme que |
b∫
a

f(t)dt| ≤
b∫
a

|f(t)|dt. Donc la proposition généralise le

cas commun des fonctions numériques (en fait un peu plus, car on prouve aussi que si f est Riemann intégrable
alors |f | est Riemann intégrable)

Remarque 4.3. La proposition a�rme que f est Riemann intégrable alors ‖f‖ est Riemann intégrable. La

réciproque n'est pas vraie par exemple soit f :

{
[0, 1]→ R
χQ∩[0,1] − χQc∩[0,1]

. Autrement dit f(x) =

{
1 si x ∈ Q
−1 si x /∈ Q

.

On a que |f | = 1, qui est Riemann intégrable, mais f n'est pas Riemann intégrable.

Corollaire 4.2. Si f : [a, b]→ Rn est Riemann- intégrable et ‖.‖ est une norme sur Rn

‖
b∫
a

f(t)dt‖ ≤ (b− a) sup
[a,b]

‖f‖

Démonstration. (depuis la Proposition 4.5)

‖
b∫
a

f(t)dt‖ ≤
b∫
a

‖f(t)‖dt ≤
b∫
a

sup
[a,b]

‖f‖dt = (b− a) sup
[a,b]

‖f‖

Démonstration. (de la propriété) Comme toutes les normes sur Rn sont équivalentes, il existe une constante
c ∈ R telle que ‖x‖ ≤ C.‖x‖1∀x ∈ Rn. On veut prouver que ‖f‖ est Riemann-intégrable. Fixons ε > 0
comme f est Riemann-intégrable, ∀i ∈ {1, · · · , n} la fonction fi : [a, b] → R est Riemann-intégrable depuis
la proposition. Depuis le théorème de caractérisation de la Riemann Intégrabilité des fonctions numériques. Il
existe une partition Pi = {Iij , · · · , Iir} telle que

r∑
j=1

(sup
Iij

fi − inf
Iij
fi)vol(Iij) < ε

considérons un ra�nement P = {I1, · · · , In} de P1, P2, · · · , Pn. Remarquons que P satisfait

m∑
k=1

(
∑
Ik

sup
Ik

fi − inf
Ik
fi)vol(Ik) <

ε

nC
∀i ∈ {1, · · · , n} (1)

alors on a que

m∑
k=1

(sup
Ik

‖f‖ − inf
Ik
‖f‖)vol(Ik) =

m∑
k=1

sup
x,y∈Ik

(‖f(x)‖ − ‖f(y)‖)vol(Ik)

≤ C
m∑
k=1

sup
x,y∈Ik

‖f(x)− f(y)‖1vol(Ik)

= C

m∑
k=1

sup
x,y∈Ik

(

n∑
l=1

|fl(x)− fl(y)|)vol(Ik)

≤ C
m∑
k=1

n∑
l=1

(sup
Ik

fl − inf
Ik
fl)vol(Ik)

≤ C
n∑
l=1

ε

nC
= ε
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Donc ‖f‖ : [a, b] → R est Riemann intégrable. Soit ε > 0 aléatoire. D'après la dé�nition de l'intégrabilité de
Riemann ∃δ1, δ2 > 0 tels que pour toute partition pointée Pi de [a, b] de taille inférieur à δi avec i = 1, 2.

‖R(f, P )−
b∫
a

f(t)dt‖ < ε (2)

|R(‖f‖, Pi)−
b∫
a

‖f‖(t)dt| < ε (3)

Soit maintenant P = {(I1, p1), · · · , (Ir, pr)} pointée de [a, b] de taille plus petite que min({δ1, δ2}) alors P
satisfait (2) et (3). En général on a que

‖R(f, P )‖ = ‖
r∑
i=1

f(pi)vol(Ii)‖

≤
r∑
i=1

‖f(pi)vol(Ii)‖

=

r∑
i=1

‖f(pi)‖vol(Ii) = R(‖f‖, P )

Maintenant

‖
b∫
a

f(t)dt‖ = ‖
b∫
a

f(t)dt−R(f, P ) +R(f, P )‖

≤ ‖
b∫
a

f(t)dt−R(f, P )‖+ ‖R(f, P )‖

<︸︷︷︸
(2)

ε+ ‖R(f, P )‖

≤︸︷︷︸
(3)

ε+R(‖f‖, P ) = ε+R(‖f‖, P )−
b∫
a

‖f‖(t)dt+

b∫
a

‖f‖(t)dt

<︸︷︷︸
(2)

2ε+

b∫
a

‖f‖(t)dt

On a donc que

‖
b∫
a

f(t)dt‖ <
b∫
a

‖f‖(t)dt+ 2ε

avec ε > 0 arbitraire, donc

‖
b∫
a

f(t)dt‖ ≤
b∫
a

‖f‖(t)dt

4.3 Les théorèmes fondamentaux du calcul intégral

On va explorer la relation entre la dérivée et l'intégrale de Riemann d'une fonction vectorielle

But. Prouver que
b∫
a

f(t)dt = [F ]ba
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Dé�nition 4.11. Soit f : [a, b] → Rn une fonction vectorielle. Une antidérivée de f est une fonction F :
[a, b]→ Rn continue et telle que pour tout point x ∈ [a, b] où f est continue on a F dérivable en x et F ′(x) = f(x).

Exemple 4.5. Soit f :

{
[−2, 2]→ R
χ]0,2] − χ[−2,0[

alors :

f(x) =


1 si x ∈]0, 2]

0 si x = 0

−1 si x ∈ [−2, 0[

x

y

Une antidérivée de f est

F :

{
[−2, 2]→ R
x 7→ |x|

x

y

-2 -1 0 1 2

Cependant la fonction dans [−2, 2]→ R :

G(x) =

{
x+ 1 six ∈ [0, 2]

−x six ∈ [−2, 0[
x

y

-2 -1 0 1 2

n'est pas une antidérivée de f car g n'est pas continue.

Remarque 4.4. Si F est une antidérivée de f et c ∈ Rn, alors F + c est aussi une antidérivée de f , parce
que F + c est continue (car somme de fonctions continues) et ∀x où f est continue F + c est dérivable en x et
(F + c)′(x) = F ′(x) + 0 = f(x)

Remarque 4.5. Si f ∈ MC0([a, b],Rn) et F est une antidérivée de f , alors F ∈ MC1([a, b],Rn). En e�et,
∃a = a0 < a1 < · · · < ar = b telle que f|]ai,ai+1[ est continue ∀i ∈ {0, · · · , r − 1} alors lim

x→a+i
f(x) et lim

x→a−i+1

f(x)

existent et sont �nies. Mais alors F est continue, F|]ai,ai+1[ est dérivable et de dérivée continue (depuis la
dé�nition d'antidérivée, (F|]ai,ai+1[)

′ = f(|]ai, ai+1[)∀i ∈ {0, · · · , r − 1} de plus
lim
x→a+i

F ′(x) = lim
x→a+i

f(x)

lim
x→a−i+1

F ′(x) = lim
x→a−i+1

f(x)

existent �nies ∀i ∈ {0, · · · , r − 1}.
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Est ce que on peut toujours trouver des antidérivée ?

Théorème 4.5 (Premier théorème fondamental du calcul intégral). Soit f : [a, b]→ Rn une fonction Riemann-
intégrable sur [a, b]. La fonction

FA :

[a, b]→ Rn

x 7→
x∫
a

f(t)dt

est une antidérivée de f qui s'annule en x = a

Démonstration. Prouvons que FA est continue

∀ε > 0,∃δ > 0, |x− x0| < δ ⇒ ‖F (x)− F (x0)‖ < ε

Soit ‖.‖ une norme de Rn et �xons ε > 0. Soit δ =
ε

sup
[a,b]

‖f‖
(si sup

[a,b]

‖f‖ 6= 0, mais si sup
[a,b]

‖f‖ = 0 alors

f ≡ 0⇒ Fa ≡ cte continue).
Soit x ∈ [a, b] : |x− x0| < δ =

ε

sup
[a,b]

‖f‖
alors

‖Fa(x)− Fa(x0)‖ = ‖
x∫
a

f(t)dt−
∫ x0

a

f(t)dt‖ = ‖
x∫

x0

f(t)dt‖ ≤ |x− x0| sup
[a,b]

‖f‖ < ε

sup
[a,b]

‖f‖
sup
[a,b]

‖f‖ = ε

Donc Fa est continue en x0 ce qui implique par arbitrarieté du choix de x0 Fa est continue sur [a, b].
Il reste à démontrer que si x0 est une point où f est continue, alors F est dérivable en x0 et F ′(x0) = f(x0)

∀ε > 0∃δ > 0 : |x− x0| < δ ⇒ ‖Fa(x)− Fa(x0)

x− x0
− f(x0)‖ < ε

Soit ε > 0. Comme f est continue en x0,∃δ > 0, |x− x0| < δ ⇒ ‖f(x)− f(x0)‖ < ε. Donc

‖Fa(x)− Fa(x0)

x− x0
− f(x0)‖ = ‖ 1

x− x0

x∫
x0

f(t)dt− f(x0)‖

= ‖ 1

x− x0

x∫
x0

f(t)dt− 1

x− x0

x∫
x0

f(x0)dt‖

= ‖ 1

x− x0

x∫
x0

(f(t)− f(x0))dt‖

=
1

|x− x0|
‖

x∫
x0

(f(t)− f(x0))dt‖

≤ 1

|x− x0|

x∫
x0

‖f(t)− f(x0)‖dt

Remarquons maintenant que ∀t ∈ [0, x], |t− x0| ≤ |x− x0| < δ, donc ‖f(t)− f(x0)‖ < ε donc par monotonie de
l'intégrale

≤ 1

|x− x0|

x∫
x0

εdt =
1

|x− x0|
ε|x− x0| = ε

Donc Fa est dérivable en x0 de dérivée f(x0) donc Fa est une antidérivée de f

Remarque 4.6. Soit f : [a, b]→ Rn une fonction Riemann-Intégrable sur [a, b] et c ∈ [a, b] alors

Fc :

[a, b]→ Rn

Fc(x) =
x∫
c

f(t)dt
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alors Fc est aussi une antidérivée de f .
En e�et, de l'additivité

Fc(x) =

x∫
c

f(t)dt

=

x∫
a

f(t)dt−
c∫
a

f(t)dt

= Fa(x)− vecteur constant

Et depuis la réciproque précédente on a Fc = Fa+ vecteur constant est aussi une antidérivée de f (car Fa l'est).

Théorème 4.6 (Deuxième théorème fondamental du calcul intégral). Soit f : [a, b]→ Rn une fonction bornée
et continue par morceaux sur [a, b] alors

1. si F1, F2 sont deux antidérivées de f , alors F1 = F2 + vecteur constant (deux antidérivées de f di�érent par
une constante)

2. la fonction Fa introduite dans le Théorème 4.5 précédent est l'unique antidérivée de f qui s'annulle en x = a

3. si F est une antidérivée de f , alors

b∫
a

f(t)dt = [F ]ba = F (b)− F (a)

Démonstration. 1. Soient F1, F2 deux antidérivées de f alors F1 et F2 sont continues et de classe C1 par
morceaux depuis la remarque précédente. Ainsi F1−F2 est continue et de classe C1 par morceaux si x ∈ [a, b]
est un point de continuité pour f , F1−F2 est dérivable en x et (F1−F2)′(x) = F ′1(x)−F ′2(x) = f(x)−f(x) = 0.
Donc F1−F2 est continue, de classe C1 par morceaux et de dérivée nulle où dérivable donc par la proposition
F1 − F2 = vecteur constant.

2. La fonction Fa est une antidérivée de f (voir le 1)) et

Fa(a) =

a∫
a

f(t)dt = 0

Soit F une antidérivée de f qui s'annule x = a. D'après 1) on doit avoir que F = Fa + c avec c ⊂ Rn. Mais
0 = F (a) = Fa(a) + c = c donc c = 0⇒ F = Fa.

3. Soit F une antidérivée de f , alors F = Fa + c pour c ∈ Rn alors

F (b)− F (a) = (Fa(b) + c)− (Fa(a) + c) = Fa(b) + c− Fa(a)− c = Fa(b)− Fa(c) =

b∫
a

f(t)dt

Remarque 4.7. Ce théorème n'est pas forcément vrai pour des fonctions Riemann-intégrables générales. Par
exemple prenons l'ensemble de Cantor.

C :=

∞⋂
n=1

En

on sait que C est fermé et sa mesure de Lebesgue est 0, mais il est non-dénombrable on dé�ni une fonction
f : [0, 1]→ R comme suit (premières étapes représentées)

x

y

0 1 2 3
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La fonction f est continue pour tout x ∈ C et ∀x /∈ C, f est dérivable en x et f ′(x) = 0. Donc f est une
antidérivée de χc, mais la propriété 3) n'est pas vraie parce que

1∫
0

χc(t)dt = 0

(thoérème de la mesure de Lebesgue) et donc on n'a pas f(1)− f(0) = 1.

4.4 Méthodes d'intégration

Notation. Si une fonction est de classe C1 par morceaux sur un intervalle I, on notera par f̃ ′ une extension
arbitraire de la dérivée de f . Plus précisément, ∃a0 = a < a1 < · · · < ar = b avec f|]ai,ai+1[ de classe C1 (donc

dérivable) ∀i ∈ {0, · · · , r − 1} alors f̃ ′ : [a, b] → R est n'importe quelle fonction telle que f̃ ′(x) = f ′(x)∀x où f
est dérivable.

Exemple 4.6. Si f(x) = |x| alors f̃ ′(x) =


1 si x > 0

α si x = 0

−1 si x < 0

∀α ∈ R.

Proposition 4.6. Soit f : [a, b]→ Rn une fonction continue et de classe C1 par morceaux sur [a, b] alors

b∫
a

f̃ ′(t)dt = f(b)− f(a)

Démonstration. f est une antidérivée de f̃ ′ et on peut utiliser le deuxième théorème fondamental de l'analyse.
On a en e�et que f est continue, si x ∈ [a, b] est un point de continuité de f̃ ′ alors f est dérivable en x et
f ′(x) = f̃ ′(x) aussi, f̃ ′ est continue par morceaux parce que f est de classe C1 par morceaux. Donc depuis le
deuxième théorème fondamental du calcul intégral.

b∫
a

f̃ ′dt = [f ]ba = f(b)− f(a)

Remarque 4.8. L'égalité n'est pas vraie en général sans demander que f soit continue. Par exemple :

f :

{
[0, 2]→ R
x 7→ χ[1,2] x

y

0 1 2

et soit f̃ ′ ≡ 0. La fonction f est de classe C1 par morceaux, mais
2∫
0

f̃ ′(t)dt = 0. On utilisera cette proposition pour

prouver la formule d'intégration par partie et la formule de changement de variables (pour fonctions vectorielles)

Proposition 4.7 (Intégration par parties). Soient φ : [a, b]→ R et f : [a, b]→ Rn deux fonctions continues et
de classe C1 par morceaux sur [a, b] alors

b∫
a

φ̃′(t)f(t)dt = [φf ]ba −
b∫
a

φ(t)f̃ ′(t)dt

Démonstration. La fonction

φ.f :

{
[a, b]→ Rn

t 7→ φ(t).f(t)
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est continue et de classe C1 par morceaux. Quand elle est dé�nie, la dérivée de φ.f est

(φf)′(x) = ((φf1)′(x), · · · , (φfn)′(x))

= (φ′(x)f1(x) + φ(x)f ′1(x), · · · , φ′(x)fn(x) + φ(x)f ′n(x))

= φ′(x)(f1(x), · · · , fn(x)) + φ(x)(f ′1(x), · · · , f ′n(x))

= φ′(x)f(x) + φ(x)f ′(x)

Donc
˜(φf)
′

= φ̃′.f + φ.f̃ ′

Maintenant d'après la proposition précédente comme φ.f continue et C1 par morceaux on a

[φf ]ba =

b∫
a

(φ̃f)′(t)dt =

b∫
a

(φ̃′f + φf̃ ′)(t)dt =

b∫
a

φ̃′(t)f(t)dt+

b∫
a

φ(t)f̃ ′(t)dt

Exemple 4.7.

1∫
0

t.

{
arctan(t)

1
dt = [

t2

2

{
arctan(t)

1
]10 −

1∫
0

t2

2


1

1 + t2

0
dt

=
1

2

{π
4
0

−
1∫

0


t2 + 1− 1

1 + t2

0
dt

Proposition 4.8 (Changement de variables). Soient φ : [a, b] → [c, d] une fonction de classe C1 sur [a, b] et
f : [c, d]→ Rn une fonction continue par morceaux sur [c, d] alors

φ(b)∫
φ(a)

f(t)dt =

∫ b

a

f(φ(t))φ′(t)dt

Démonstration. Posons F : [c, d]→ Rn une antidérivée de f . La fonction Foφ : [a, b]→ Rn est continue (parce
que F et φ sont continues) et de classe C1 par morceaux (parce que φ est de classe C1 et F est de classe C1 par
morceaux car antidérivée d'une fonction continue par morceaux).
Aussi pour tout x ∈ [a, b] où Foφ est dérivable

(Foφ)′(x) = (Foφ)′(x)

= φ′(x).F ′(φ(x))

= φ′(x).f(φ(x))

alors la proposition nous dit que

b∫
a

f(φ(t))φ′(t)dt =

b∫
a

(Foφ)
′
(t)dt

= (Foφ)(b)− (Foφ)(a)

= F (φ(b))− F (φ(a))

=︸︷︷︸
II TFdCI

φ(b)∫
φ(a)

f(t)dt

4.4.1 Des applications de la formule de changement de variables aux fonctions périodiques

Rappelons qu'une fonction f : R→ Rn est dite T -périodique ou périodique de période T , avec T ∈ R si ∀x ∈ R
on a f(x+ T ) = f(x).
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Exemple 4.8. Sinus est 2π périodique parque que sin(x+ 2π) = sin(x)∀x ∈ R.

Remarque 4.9. Une fonction f est T -périodique si et seulement si son graphe est stable par translation

x 7→ x+ T

Si f est continue par morceaux et T -périodique, alors l'intégrale de f sur tout intervalle de volume T est la

même, c'est à dire ∀a ∈ R, alors
a+T∫
a

f(t)dt =
T∫
0

f(t)dt

Démonstration. Comme R =
⋃
n∈Z

[(n − 1)T, nT ] alors a ∈ R ⇒ ∃n ∈ N tel que a ∈ [(n − 1)T, nT ]. Alors

l'additivité de l'intégrale donne
a+T∫
a

f(t)dt =

nT∫
a

f(t)dt+

a+T∫
nT

f(t)dt

La formule de changement des variables dit que

nT∫
a

f(t)dt =

nT∫
a

f(t+ T )dt

=

nT∫
a

f(φT (t)).φ′T (t)dt

=

φT (nT )∫
φT (a)

f(t)dt =

(n+1)T∫
a+T

f(t)dt

Où φT : x 7→ x+ T alors

a+T∫
a

f(t)dt =

(n+1)T∫
a+T

f(t)dt+

a+T∫
nT

f(t)dt

=

(n+1)T∫
nT

f(t)dt

=

T+nT∫
nT

f(t− nT )dt

=

φ−nT (nT+T )∫
φ−nT (nT )

f(t)dt

=

T∫
0

f(t)dt

=

T∫
0

f(t)dt

Donc si I et J sont deux intervalles de volume T , I = [a, a+ 1] et J = [b, b+ 1] pour certains a, b ∈ R alors

a+T∫
a

f(t)dt =

T∫
0

f(t)dt =

b+T∫
b

f(t)dt

donc les intégrales de f sur J coincident

Soit f : R → R une fonction T -périodique, continue par morceaux d'antidérivée F alors F est T -périodique si

et seulement si la moyenne de f sur une période est nulle (ie
T∫
0

f(t)dt = 0)
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Démonstration. F est T périodique

⇔ F (x) = F (x+ T )∀x ∈ R
⇔ F (x+ T )− F (x) = 0∀x ∈ R

Mais F (x + T ) − F (x) = [F ]x+Tx =
x+T∫
x

f(t)dt =
T∫
0

f(t)dt. Par exemple comme
2π∫
0

sin(t)dt = 0 alors une

antidérivée de sin est aussi 2π-périodique (pas surprenant c'est −cos). Par contre, soit f : R → R, f(x) :=
sin(x) + 1 Elle est 2π périodique sur

2π∫
0

f(t)dt =

2π∫
0

sin(t)dt+

x∫
0

1dt = 2π 6= 0

4.5 Deux applications de l'intégrale

On va prouver deux théorèmes classiques mais dans le contexte plus général des fonctions vectorielles continues
par morceaux.

Théorème 4.7 (Inégalités des accroissements �nis). L'idée est de donner une relation entre la pente de la
droite (a, f(a)), (b, f(b)) et la dérivée de f dans l'intervalle [a, b].
Soient ‖.‖ une norme sur Rn est f : [a, b]→ Rn qui satisfait

1. f continue sur [a, b]

2. f dérivable sur ]a, b[ sauf pour un nombre (au plus) �ni de points

3. ∃c ∈ R+ tel que ‖f ′(t)‖ ≤ c∀t ∈ [a, b] où f est dérivable alors ‖f(b)− f(a)‖ ≤ c(b− a)

Démonstration. 1. On suppose d'abord que f est dérivable partout sur ]a, b[ et on prouve l'inégalité pour une
telle fonction. Soit ε > 0, comme f est continue en a et en b, ∃δ > 0 tel que ‖f(a) − f(a + δ)‖ < ε et

‖f(b) − f(b − δ)‖ < ε. On peut supposer δ <
b− a

2
, dans ce cas a + δ < b − δ et [a + δ, b − δ] ⊆]a, b[ (car

δ > 0) donc f est dérivable sur [a+ δ, b− δ] alors

‖f(b)− f(a)‖ = ‖f(b)− f(b− δ) + f(b+ δ)− f(a)− f(a+ δ) + f(a+ δ)‖
≤ ‖f(b)− f(b− δ)‖+ ‖f(a+ δ)− f(a)‖+ ‖f(b− δ)− f(a+ δ)‖
< ‖f(b− δ)− f(a+ δ)‖+ 2ε

= ‖
b−δ∫
a+δ

f ′(t)dt‖+ 2ε

≤
b−δ∫
a+δ

‖f ′(t)‖dt+ 2ε

≤
b−δ∫
a+δ

cdt+ 2ε

= c(b− a− 2δ) + 2ε

< c(b− a) + 2ε

Donc ∀ε > 0
‖f(b)− f(a)‖ < c(b− a) + 2ε

donc ‖f(b)− f(a)‖ ≤ c(b− a).

2. Dans le cas général, soient a = c0 < c < · · · < cr = b tels que f est dérivable dans ]ci, ci+1[∀i ∈ {0, · · · , r}
donc la restriction f|[ci,ci+1

est continue et dérivable sur ]ci, ci+1[ et satisfait ‖f ′]ci,ci+1[
(t)‖ ≤ c∀t ∈]ci, ci+1[

donc f|[ci,ci+1] satisfait les hypothèses du 1) et alors

‖f(ci+1)− f(ci)‖ ≤ c(ci+1 − ci) (4)
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∀i ∈ {0, · · · , r − 1} alors

‖f(b)− f(a)‖ = ‖f(cr)− f(cr−1) + f(cr−1)− f(cr−2)− f(c1) + f(c1)− f(c0)‖

≤
r−1∑
i=0

‖f(ci+1 − f(ci)‖

≤︸︷︷︸
(1)

r−1∑
i=0

C(ci+1 − ci) = C

r−1∑
i=0

(ai+1 − ai)

= C(cr − cr−1 + cr−1 − cr−2 + · · ·+ c1 − c0)

= C(b− a)

Remarque 4.10. Soit f : [a, b] → Rn une fonction continue et de classe C1 par morceaux alors sur chaque
intervale de dérivabilité la dérivée s'étend à une fonction continue sur un intervalle compact, donc

Cf = sup {‖f ′(t)‖, t ∈ [a, b], f dérivable en t} <∞

La fonction f satisfait les hypothèses du Théorème 4.7 avec ce choix de C alors

‖f(b)− f(a)‖ ≤ Cf (b− a)

Remarque 4.11. L'inégalite de la remarque peut être stricte. Par exemple f :

{
[0, 2π]→ R
x 7→ sin(x)

. On a que

Cf = sup
[0,2π]

{‖ cos(t)‖} = 1

Donc la remarque dit que
0 = ‖f(2π)− f(0)‖ ≤ 2π

Théorème 4.8 (prolongement des fonctions de classe Ck). Soit I un intervalle réel, x0 ∈ I et f : I → Rn
satisfaisant

1. f continue sur I

2. f est de classe Ck sur I \ {x0}
3. ∀r ∈ {1, · · · , k} la limite de f (r) pour x→ x0 existe �nie

lr = lim
x→x0

f (k)(x)

alors f est de classe Ck sur I et f (r)(x0) = lr∀r ∈ {1, · · · , k}

Démonstration. On prouve le théorème par récurrence sur k. Pour k = 0 il n'y a rien à prouver. Supposons
alors que le théorème est vrai pour tout naturel jusqu'à k et on va le prouver pour k + 1.
Soit alors f une fonction continue sur I, de classe Ck+1 sur I \ {0} et avec lr = lim

x→x0

f (r)(x) ∈ R∀r ∈

{1, · · · , k + 1}. Donc par hypothèse de récurrence, on sait que f est de classe Ck sur I, donc soit f (k) : I → Rn
continue. On veut prouver que f (k) est de classe Ck+1 sur I (cela implique que f est dérivable k + 1 fois sur I
avec f (k+1) continue).
Soit maintenant g : I → Rn

g(x) =

{
f (k+1)(x) si x 6= x0

lk+1 si x = x0

alors g est une fonction continue sur I depuis l'hypothèse 3), donc continue sur un petit intervalle [a, b] contenant
x0, considérons

G :

[a, b]→ Rn

x 7→
x∫
a

g(t)dt
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Comme f (k) est continue sur I, donc

f (a)(x0) = lim
x→x−0

f (a)(x0) = lim
x→x0

(

x∫
a

f (k+1)(t)dt− f (k)(a))

= lim
x→x−0

(

x∫
a

g(t)dt− f (k)(a))

= lim
x→x−0

G(x)− f (k)(a) = G(x0)− f (k)(a)

alors pour tout x ∈ [a, b], x ≤ x0, G(x) = f (k)(x) + f (k)(a) et de manière similaire pour tout x ∈ [a, b], x ≥ x0,
G(x) = f (k)(x)− f (k)(b) alors ∀x ∈ [a, b], G(x) = f (k)(x) + cte.
Mais G est de classe C1 (depuis premier théorème fondamental) car G est dérivable sur [a, b] et G′ = g continue.
Alors f (k) est aussi de classe C1 sur [a, b] donc sur I et donc f est de classe Ck+1.
Alors f (k+1)(x0) = lim

x→x0

f (k+1)(x) = lk+1

5 Formules de Taylor

Etudier une fonction f peut être "di�cile". L'idée des formules de Taylor est d'approximer une fonction f avec
des fonctions polynomiales. Si f est assez régulière en un point on pourra le faire localement. Pour formaliser
l'idée on peut dé�nir la notion suivante.

Dé�nition 5.1. Soit I un intervalle (ouvert) de R, x0 ∈ I et f : I → RN qui est dérivable n fois en x0. Alors
le polynôme de f de degré n autour de x0 est

Pf,n,x0
=

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

Par exemple Pf,0,x0
= f(x0) si f est dérivable une fois

Pf,1,x0
= f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

Exemple 5.1 (Graphique). Soit f(x) = ex. Représenter le graphe de f de Pf,0,0, Pf, 1, 0, Pf,2,0 (ils existent

parce que f est dérivable un nombre in�ni de fois en x0). P0 = 1, P1 = 1 + x, P2 = 1 + x+
x2

2

x

y

-2 -1 0 1 2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8
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Théorème 5.1 (Polynôme de Taylor avec reste intégral). Soit I un intervalle ouvert de R, x0 ∈ I et f : I → Rn
une fonction de classe Cn sur I et de classe Cn+1 par morceaux sur I, pour n ∈ N. Alors

f(x)− Pf,n,x0
(x) =

x∫
x0

(x− t)n

n!
f̃ (n+1)(t)dt ∀x ∈ I

Démonstration. Par récurrence sur n
� Pour n = 0. La fonction f est continue et de classe C1 par morceaux sur I

f(x)− Pf,0,x0(x) = f(x)− f(x0) =

x∫
x0

f̃ ′(t)dt

� Supposons la propriété vraie pour tout k ≤ n et prouvons la pour n+ 1. Soit alors f une fonction de classe
Cn+1 sur I et de classe Cn+2 par morceaux sur I. Alors

f(x)− Pf,n+1,x0
(x) = f(x)−

n+1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

= f(x)− (

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1)

= f(x)− Pf,n,x0
(x)− f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

=

x∫
x0

(x− t)n

n!
f̃ (n+1)(t)dt− f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

La dernière équalité est obtenue par hypothèse de récurrence (f est de classe Cn+1 sur I, donc de classe Cn
sur I et de classe Cn+1 par morceaux sur I).
On remarque que f̃ (n+1) = f (n+1) car f ∈ Cn+1(I,Rn) et f est Cn+2 par morceaux, donc f (n+1) est continue
et de classe C1 par morceaux sur I. La formule d'intégration par parties nous donne alors

f(x)− Pf,n+1,x0
(x) =

x∫
x0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t)dt− f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

= [− (x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(t)]xx0

−
x∫

x0

− (x− t)n+1

(n+ 1)!
f̃ (n+2)(t)dt− f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

=
(x− x0)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(x0) +

x∫
x0

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f̃ (n+2)(t)dt− (x− x0)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(x0)

=

x∫
x0

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f̃ (n+2)(t)dt

Théorème 5.2 (Inégalité de Taylor Lagrange). Soit I un intervalle ouvert x0 ∈ I et f : I → RN de classe
Cn sur I et de classe Cn+1 par morceaux sur I. Alors il existe c > 0 tel que ‖f̃ (n+1)(x)‖ < c ∀x ∈ [a, b] avec
x0 ∈ [a, b] et

‖f(x)− P(f,n,x0)(x)‖ ≤ |x− x0|
n+1

(n+ 1)!
c x ∈ [a, b]

(pour n'importe quel choix de norme ‖.‖ sur Rn)

Démonstration. Comme f ∈MCn+1(I,Rn) alors f (n+1) est une fonction continue par morceaux sur [a, b] donc
f̃ (n+1) est bornée sur [a, b], alors ∃c > 0 telle que ‖f̃ (n+1)(x)‖ ≤ c ∀x ∈ [a, b].
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Supposons d'abord que x ∈ [a, b] est x0 ≥ x grâce au Théroème 5.1 :

‖f(x)− Pf,n,x0(x)‖ = ‖ −
x0∫
x

(x− t)n

n!
f̃n+1(t)dt‖

≤
x0∫
x

‖ (x− t)n

n!
f̃ (n+1)(t)‖dt

=

x0∫
x

|x− t|n

n!
‖f̃ (n+1)(t)‖dt

≤
x0∫
x

(t− x)n

n!
cdt

= c

x0∫
x

(t− x)n

n!
dt

= c[
(t− x)n+1

(n+ 1)!
]x0
x

= − (x0 − x)n+ 1
(n+ 1)!c

= c
|x− x0|n+1

(n+ 1)!

Corollaire 5.1 (cas particulier du théorème Taylor Young). Soit I un intervalle (ouvert) réel, f : IRN une
fonction de classe Cn sur I et de classe Cn+1 par récurrence sur I alors f(x) = Pf,n,x0

(x) + (x− x0)n.ε(x) avec
lim
x→x0

ε(x) = 0 (c'est à dire lim
x→x0

‖ε(x)‖ = 0)

Démonstration. Il su�t d'écrire ε(x) =


f(x)− Pf,n,x0

(x)

(x− x0)n
si x 6= x0

0
. On a que

lim
x→x0

‖ε(x)‖ = lim
x→x0

1

|x− x0|n
‖f(x)− Pf,n,x0

(x)‖ ≤ lim
x→x0

c

(n+ 1)!
|x− x0|n+1 1

|x− x0|

n

Remarque 5.1. Ce corollaire justi�e formellement l'intuition que Pf,n,x0
est une bonne approximation de f

autour de x0. On écrit aussi que f(x)− Pf,n,x0
(x) est o(|x− x0|n) ou O(|x− x0|n+1).

Remarque 5.2. Les hypothèses du corollaire ne sont pas les moins fortes possibles (théorème de Taylor Young)
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Deuxième partie

Intégrale impropres de fonctions numériques

6 Dé�nition et exemples

Rappel. Dans le chapitre 1, on a dé�ni l'intégrale de Riemann pour des fonctions à valeurs vectorielles bornées
et sur un intervalle compact I.

Le but de ce chapitre est d'étendre la dé�nition du chapitre 1 à de nouveaux cas, ie :

� au cas de fonctions qui ne sont pas bornées sur un intervalle compact (
1

x
sur [0, 1])

� au cas d'un intervalle non compact ([1,+∞[)

Notation. Soit R = R
⋃
{−∞,+∞}. Il est muni d'une relation d'ordre totale "≤" obtenue en étendant la

relation "≤" sur R par
x ≤ +∞ ∀x ∈ R et −∞ ≤ x ∀x ∈ R

Dé�nition 6.1. Soient I ⊆ R. Soit f : I → Rn bornée et Riemann-intégrable sur chaque sous-intervalle
compact de I.
L'intégrale de f sur I converge si pour un (et donc tout) choix de x0 ∈ I, on a que

lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt ∈ Rn et lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt ∈ Rn

Dans ce cas, on appelle intégrale (impropre) de f sur ]a, b[ la quantité∫
I

f(t)dt = lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt+ lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt ∈ Rln

et on dit que f est intégrable sur I (ou qu'elle admet une intégrale impropre sur I).

Exemple 6.1.
1∫

0

1

x
dx

(c'est l'"aire" sous le graphe de
1

x
entre 0 et 1)

Calculons l'intégrale (si elle existe).

La fonction
1

x
est bornée et Riemann-intégrable (car continue) sur chaque intervalle fermé [c, d] (c > 0, d ≤ 1).

Soit x0 ∈]0, 1], par exemple x0 = 1. On a que

lim
x→0+

1∫
x

1

t
dt = lim

x→0+
[ln t]1x

= lim
x→0+

− lnx = +∞

donc la fonction
1

x
n'admet pas d'intégrale impropre sur ]0, 1] (l'aire sous la courbe est in�nie).

Remarque 6.1. Dans la dé�nition il y a un "pour un (et donc tout) choix de x0 ∈ I".
Supposons que

lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt ∈ Rn et lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt ∈ Rn

Alors pour un autre x̃0 ∈]a, b[ arbitraire,

lim
x→inf(I)

x̃0∫
x

f(t)dt =
[x,x̃0⊆I

est f est R-intégrable

= lim
x→sup(I)

( x0∫
x

f(t)dt+

x̃0∫
x0

f(t)dt

︸ ︷︷ ︸
∈Rn

carf R-intégrable
sur[x0,x̃0]

)
=

x̃0∫
x0

f(t)dt+ lim
x→a+

 x0∫
x

f(t)dt





Calcul Intégral Intégrale impropres des fonctions numériques 31

donc

lim
x→inf(I)

x̃0∫
x

f(t)dt ∈ Rn et lim
x→sup(I)

x∫
x̃0

f(t)dt ∈ Rn

Donc on conclut par arbitrarité.

D'autre part, si lim
x→inf I

x0∫
x

f(t)dt /∈ Rn pour un certain x0 ∈ I, on a le même pour tout autre choix de x̃0 ∈ I.

Remarque 6.2. La dé�nition est compatible avec celle de l'intégrale de Riemann du chapitre 1. En e�et,
f : [a, b]→ Rn est Riemann-intégrable, alors

lim
x→b−

x∫
a

f(t)dt =

b∫
a

f(t)dt

car le Théorème 4.5 dit que la fonction
x∫
a

f(t)dt : [a, b]→ Rn est continue.

Exemple 6.2. Calculer ∫
]0,1]

t log(t)dt

(on ne peut pas utiliser la théorie du chapitre A parce que t log(t) n'est pas dé�nie en 0). Par dé�nition (comme
t log(t) est continue, donc Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle compact de ]0, 1]) on a

∫
]0,1]

f(t)dt = lim
x→0+

1∫
x

f(t)dt

= lim
x→0+

(∫
x1

t log(t)dt

)

= lim
x→0+

(
− x2

2
log(x)− 1

4
(1− x2)

)
= −1

4

1∫
x

t log(t)dt =

[
t2

2
log(t)

]1
x

−
1∫
x

t2

2

1

t
dt

= −x
2

2
log(x)− 1

2

[
t2

2

]1
x

= −x
2

2
log(x)− 1

4
(1− x2)

= −1

4
+
x2

4
(1− 2 log(x))

La fonction f(t) = t log(t) peut être prolongée par continuité à une fonction g continue sur [0, 1], g(t) ={
f(t) t 6= 0

0 = 0
et
∫

]0,1]

f(t)dt =
∫

]0,1]

g(t)dt =
1∫
0

g(t)dt

Exemple 6.3. Calculer l'aire sous le graphe de la fonction f(t) = log(t) entre 0 et 1. La fonction f(t) = log(t)
est continue, donc Riemann-intégrable sur chaque sous-intervalle compact de ]0, 1], alors A =

∫
]0,1]

log(t)dt =

lim
x→0+

1∫
x

log(t)dt = lim
x→0+

1∫
x

log(t)dt = lim
x→0+

(x− 1− x log(x)) = −1

Proposition 6.1. Soient α, β ∈ R alors

1. L'intégrale impropre
∫

[1,+∞[

1

tα
dt converge si et seulement si α > 1 et dans ce cas

+∞∫
1

1

tα
dt =

x1−α − 1

1− α

2. L'intégrale importe
∫

]0,1]

1

tβ
dt converge si et seulement si β < 1 et dans ce cas

1∫
0

1

tβ
dt =

1

1− β



Calcul Intégral Intégrale impropres des fonctions numériques 32

Démonstration. 1. La fonction
1

tα
est continue donc bornée et Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle

compact de [1,+∞[. Donc ∫
[1,+∞[

1

tα
dt = lim

x→+∞

x∫
1

1

tα
dt

= lim
x1−α−1

(1− α)

mais si α 6= 1

x∫
1

1

tα
dt =

[
t−α+1

1− α

]x
1

=
x1−α − 1

1− α

et
x1−x − 1

1− α
converge lorsque x→ +∞ si et seulement si α > 1.

2. Si β = 1,
∫

]0,1]

1

t
dt = lim

x→0+

1∫
x

1

t
dt = lim

x→0+
(− log(t))

Remarque 6.3. 1. L'intégrale impropre de
1

t
n'existe pas ni sur ]0, 1] ni sur [1,+∞[.

2. Pour tout α ∈ R
∫

]0,+∞[

1

tα
dt n'existe pas �nie.

Exemple 6.4. Calculer
+∞∫
−∞

t

1 + t2
dt

Il faut véri�er pour x0 = 0 
lim

x→+∞

x∫
0

f(t)dt ∈ R

lim
x→−∞

0∫
x

f(t)dt ∈ R

Il su�t de véri�er la première car
x∫
0

f(t)dt = −
−x∫
0

−f(u)du = −
0∫
−x

f(u)du.

7 Propriétés de l'intégrale impropre

Par "intégrale de R" on voudra dire un ensemble ]a, b[ ou [a, b[ ou [a, b] avec a, b ∈ R et a < b

Proposition 7.1. Soit I ∈ R un intervalle et soient f, g : I → Rn deux fonctions intégrables sur I, λ ∈ R alors
� (linéarité) λf + g est intégrable sur I et∫

I

(λf + g)(t)dt = λ

∫
I

f(t)dt+

∫
I

g(t)dt

� (additivité) Soit I =]a, b[, si c ∈ I, alors∫
]a,b[

f(t)dt =

∫
]a,c]

f(t)dt+

∫
[c,b[

f(t)dt

Démonstration. � f et g sont Riemann-intégrables sur chaque sous-intervalle [x1, x2] compact de I, donc λf+g
l'est aussi (depuis le chapitre A) et par additivité

x2∫
x1

(λf + g)(t)dt = λ

x2∫
x1

f(t)dt+

x2∫
x1

g(t)dt
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Soit x0 ∈ I alors pour tout x ∈ I on a

lim
x→sup(I)

x∫
x0

(λf + g)(t)dt = lim
x→sup(I)

(λ

x∫
x0

f(t)dt+

x∫
x0

g(t)dt)

Les deux intégrales admettet une limite pour x→ sup(f) (car f est intégrable sur I). Donc

= λ lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt+ lim
x→sup(I)

x∫
x0

g(t)dt ∈ Rn

Par la même façon pour la limite lorsque x→ inf(I) alors par dé�nition, λf + g est inégrable sur I et

∫
I

(λf + g)(t)dt = lim
x→sup(I)

x∫
x0

(λf + g)(t)dt+ lim
x→inf(I)

∫
x→inf(I)

x0∫
x

(λf + g)(t)dt

= λ lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt+ lim
x→sup(I)

x∫
x0

g(t)dt+ λ lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt+ lim
x→inf(I)

x0∫
x

g(t)dt

= λ

∫
I

f(t)dt+

∫
I

g(t)dt

� On peut choisir c dans la dé�nition d'intégrale impropre pour obtenir

∫
I

f(t)dt = lim
x→inf(f)

c∫
x

f(t)dt+ lim
x→sup(f)

c∫
x

f(t)dt

Remarque 7.1. La linéarité prouver que l'ensemble J (I,Rn) = {f : I → Rn : intégrables sur I} est un R
espace vectoriel (de dimension in�nie).

Proposition 7.2 (Théorème fondamental pour les intégrales impropres). Soit I ⊆ R un intervalle, soit f une
fonction continue par morceaux sur I, à valeurs dans Rn, intégrable sur I. Si F est une antidérivée de f sur I,
alors ∫

I

f(t)dt = lim
x→sup(I)

F (x)− lim
x→inf(I)

F (x)

Démonstration. Soit x0 ∈ I ∫
I

f(t)dt = lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt+ lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt = · · ·

en application le deuxième théorème fondamental du calcul intégral sur les intervalles compacts [x0, x] et [x, x0]
(F est une antidérivée de f sur I, donc même sur ces intervalles).

· · · = lim
x→sup(I)

(F (x)− F (x0)) + lim
x→inf(I)

(F (x0)− F (x))

= lim
x→sup(I)

F (x)− lim
x→inf(I)

F (x)

Proposition 7.3. Soit I ⊆ R un intervalle, et f : I → R une fonction continue, positive, intégrable sur I alors∫
I

f(t)dt = 0⇔ f = 0
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Démonstration. D'une part ⇐ Soit x0 ∈ I,
∫
I

f(t)dt = lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt+ lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt = 0 D'autre part ⇒

On sait que

0 = lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt+ lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt

Mais f est positive, donc si inf(I) ≤ x ≤ x0 alors
x0∫
x

f(t)dt ≥ 0.

Et aussi lim
x→inf(I)

∫ x0

lim
x
f(t)dt ≥ 0 de même lim

x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt ≥ 0.

Alors on a lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt = 0 et lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt = 0.

De plus, la fonction Fx0
:


[x0, sup I[→ R

x 7→
x∫
x0

f(t)dt
a comme dérivée (par Théorème 4.5) f qui est positive, donc Fx0

est croissante sur [x0, sup(I)[ et Fx0(x) ≥ 0∀x ∈ [x0, sup(I)[ et lim
x→sup(I)

Fx0(x) = 0 alors forcément Fx0(x) = 0.

∀x ∈ [x0, sup(I)[ donc
x∫
x0

f(t)dt = 0∀x ∈ [x0, sup(I)[.

Ainsi, un résultat sur les intégrales des fonctions continues sur un compact donc f est équivalent sur [x0, x].
Donc f est équivalent à 0 sur [x0, sup(I)]. De la même manière on prouve que f ≡ 0 sur ] inf(f), x0] donc f ≡ 0
sur I.

Proposition 7.4 (Intégration par parties). Soient I ⊆∈ R un intervalle, φ : I → R, f : I → Rn deux fonctions
continues de classe C1 par morceau sur I et intégrable sur I. Soient φ̃′ et f̃ ′ des extensions arbitraires de la
dérivée de φ et f sur I. Supposons aussi que
� lim

x→sup(I)
φ(x)f(x) existe dans Rn et lim

x→inf(I)
φ(x)f(x) existe dans Rn.

� φ(t).f̃ ′(t) est intégrable sur I alors φ̃′(t)f(t) est intégrable sur I∫
I

φ̃′f(t)dt = lim
x→sup(I)

φ(x)f(x)− lim
x→inf(I)

φ(x)f(x)−
∫
I

φ(t)f̃ ′(t)dt

Démonstration. Soit x0 ∈ I. On considère pour tout x ∈ [x0, sup(I)[,

x∫
x0

φ̃′(t)f(t)dt = [φf ]xx0
−

x∫
x0

φ(t)f̃ ′(t)dt = φ(x)f(x)− φ(x0)f(x0)−
x∫

x0

φ(t)f̃ ′(t)dt

Les hypothèses 1 et 2 assurent que la limite de pour x→ sup(I) existe dans Rn. De même pour lim
x→inf(I)

x0∫
x

φ̃′(t)f(t)dt.

L'énoncé alors MANQUE

7.1 Intégrale impropres de fonctions numériques positives

7.1.1 Critère d'intégrabilité

Théorème 7.1. Soit f : I → R une fonction positive, Riemann intégrable sur tout sous intervalle compact de

I. Alors f est intégrable sur I si et seulement si ∃M > 0 tel que
b∫
a

f(t)dt ≤M pour tout [a, b] ⊆ I.

Corollaire 7.1. Soit f : I → R une fonction positive, Riemann-intégrable sur tout sous intervalle compact de
I, et supposons que I est un intervalle borné. Si f est bornée, alors f est intégrable.

Démonstration. Comme f est bornée, il existe C ∈ R tel que

0 ≤ f(x) ≤ C ∀x ∈ I

Pour tout sous intervalle compact [a, b] de I on a alors que

b∫
a

f(t)dt ≤︸︷︷︸
monotonie

b∫
a

Cdt = C(b− a)
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Mais [a, b] ⊆ I, donc b− a = vol([a, b]) ≤ vol(I) ∈ R car I est borné. Donc ∀[a, b] compact dans I

b∫
a

f(t)dt ≤ C vol(I) = M

Donc, depuis le Théorème 7.1 f est intégrable sur I.

Exemple 7.1. La fonction f(x) = |sin(log(x))| sur ]0, 1] est intégrable grâce au corollaire en e�et f est positive,
Riemann-intégrable sur tgout sous intervalle comapct de ]0, 1] (parce qu'elle est continue), ]0, 1] est borné et f
est bornée sur ]0, 1] car ∀x ∈]0, 1], f(x) ≤ 1

Remarque 7.2. L'énoncé n'est pas vrai si I n'est pas borné. Par exemple, la fonction constamment égale à 1
n'est pas intégrable sur [0,+∞[ même si elle est bornée.

Remarque 7.3. Dans le corollaire la réciproque est fausse. Par exemple la fonction
1√
x

est intégrale sur

l'intervalle borné ]0, 1] mais elle n'est pas bornée.

Corollaire 7.2. Soit I ⊆ R un intervalle, f : I → R une fonction positive et continue par morceaux sur I. Soit
F : I → R une antidérivée de f sur I alors on a que f est intégrable sur I si et seulement si F est bornée sur I.

Démonstration. On a que f est continue par morceaux sur I, donc elle est continue par morceaux sur tout
sous-intervalle compact de I, donc f est Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle compact de I. On peut
utilise le théorème.

D'une part (⇒) supposons que f est intégrable sur I alors le théorème dit que ∃M > 0 tel que
b∫
a

f(t)dt <

M ∀[a, b] ⊆ I compact. Choisissons x0 ∈ I, le deuxième théorème fondamental du calcul intégral a�rme que

∀x ∈ I,
x∫
x0

f(t)dt = F (x)− F (x0).

Et donc si x > x0 on a

F (x) = F (x0) +

x∫
x0

f(t)dt < F (x0) +M

et F (x) = F (x0) +
x∫
x0

f(t)dt ≥ Fx0
car f est positive et x0 < x. De même F (x0) −M < F (x) ≤ F (x0)∀x ∈

I, x < x0 alors ∀x ∈ I on a
F (x0)−M < F (x) < F (x0) +M

donc F est bornée sur I.
D'autre part (⇐) F est bornée par M sur I pour tout sous intervale compact [a, b] de I le deuxième théorème
du calcul intégral donne

b∫
a

f(t)dt = F (b)− F (a) ≤M +M = 2M

alors le théorme implique que f est intégrable sur I.

Exemple 7.2. Soit f : R→ R, f(x) =
1

1 + x2
.

x

y

-2 -1 0 1 2
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La fonction f est intégrable sur R depuis le corollaire, car une antidérivée de f est F : R→ R, F (x) = arctan(x),
qui est borné sur R. Par le premier théorème fondamental du calcul intégral généralisé, on a que∫

R

f(t)dt = lim
x→+∞

F (x)− lim
x→+∞

F (x)

= π/2− (−π/2)

= π

Cela peut nous servir à calculer la valeur de π.

7.1.2 Comparaisons de fonctions positives

Pour des fonctions générales, on ne connait pas une primitive, il peut donc être plus di�cile de déterminer si
elles sont intégrables ou pas sur un intervalle I quelconque. On peut par contre déduire l'intégrabilité d'une
fonction positive en la comparant avec des centres fonctions.

Proposition 7.5. Soit I ⊆ R un intervalle, soient f, g : I → R deux fonctions positives sur I et f, g

Démonstration. Comme g est intégrable sur I, le théorème du cours a�rme que ∃M > 0 tel que
∫
ab
g(t)dt < M

pour tout sous-intervalle compact [a, b] de I La monotonie de l'intégrale de Riemann sur des intervalles compacts

donne
b∫
a

f(t)dt =
b∫
a

g(t)dt < M alors le Théorème implique que f est intégrable sur I.

Soit x0 ∈ I on a ∫
I

f(t)dt = lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt+ lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt (5)

Pour tout x ∈ I, x ∈ x0 on a
x0∫
x

f(t)dt ≤
x0∫
x

g(t)dt

et les limites pour x→ inf(I) existent des deux côtés et la limite preservant les inégalités

lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt ≤ lim
x→inf(I)

x0∫
x

g(t)dt

De même

lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt ≤ lim
x→sup(I)

x∫
x0

g(t)dt

Donc dans l'équation 5 on obtient
∫
I

f(t)dt ≤
∫
I

g(t)dt. Pour le deuxième point, on remarque qu'il est l'a�rmation

contraposée de la première.

Corollaire 7.3. Soit I ⊆ R un intervalle, f : IR positive et Riemann-intégrable sur tout sous -intervalle
compact de I. Supposons que ∃a, b ∈ I, a < b avec
� ∀x ∈ I, x ≤ a f(x) ≤ c1g1(x) avec c1 ∈ R et g1 : {x ∈ I, x ≤ a} → R intégrable sur {x ∈ I : x ≥ a} = I1
� ∀x ∈ I, x ≥ bf(x)leqc2g2(x) avec c2 ∈ R et g2 = {x ∈ I, x ≥ b} = I2 → R intégrable sur I2 alors f est

intégrable sur I et ∫
I

f(t)dt ≤
b∫
a

f(t)dt+ c1

∫
] inf(I),a]

g1(t)dt+ c2

∫
[b,sup(I)[

g2(t)dt

Démonstration. D'après la linéarité, c1g1 est intégrable sur I1 donc la proposition implique que f est intégrable
sur I1 et

∫
I1

f(t)dt ≤
∫
I1

c2g2(t)dt =
∫
I1

g1(t)dt de même f est intégrable sur I2

∫
I1

f(t)dt ≤ c
∫
I2

g(t)dt
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.
Donc

lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt = lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt+

b∫
a

f(t)dt

alors f est intégrable sur I.

x

y

0 1 2 3 4

∫
I

f(t)dt = lim
x→inf(I)

b∫
x

f(t)dt+ lim
x→sup(I)

x∫
b

f(t)dt

=

b∫
a

f(t)dt+ lim
x→inf(I)

a∫
x

f(t)dt+ lim
x→sup(I)

x∫
b

f(t)dt

=

b∫
a

f(t)dt+

∫
I1

f(t)dt+

∫
I2

f(t)dt

≤
b∫
a

f(t)dt+ c1

∫
I1

g1(t)dt+ c2

∫
I2

g2(t)dt

Exemple 7.3 (Exemple 1). f : [0,+∞[→ R, f(t) =
e−t

1 + t2
.

Sur [0,+∞[, on a e−t ≤ 1 donc f(t) =
e−t

1 + t2
≤ 1

1 + t2
. Mais f et

1

1 + t2
sont deux fonctions positives qui

satisfont les hypothèses de la proposition donc f est intégrable et∫
[0,+∞[

f(t)dt ≤
∫

[0,+∞[

1

1 + t2
dt lim
x→+∞

arctan(x)− lim
x→0

arctan(x)

Méthode alternative sur [0,+∞[, 1 + t2 ≥ 1 donc
1

1 + t2
≤ 1. Donc f(t) ≤ e−t ∀t ∈ [0,+∞[ comme avant,

comme e−t est intégrable sur [0,+∞[ alors f l'est aussi. D'après la proposition on a

lim
[

0,+∞[f(t)dt ≤
∫

[0,+∞[

e−tdt = lim
x→+∞

(−e−t)− lim
x→0

(−e−t) = 1
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Exemple 7.4 (Exemple 2). f :]0,+∞[→ R où f(t) =
arctan(t)

t3/2
on utilisera le corollaire en prenant a = b = 1.

La fonction est positive sur ]0,+∞[ car t ≥ 0 ⇒ arctan(t) ≥ 0 parce que arctan est monotone croissante (sa
dérivée est positive) et t3/2 est positive à t > 0. Si t ∈]0, 1]

f(t) =
arctan(t)

t3/2
=
t+Ot→0(t2)

t3/2
=

1√
t

+Ot→0(
√
t)

f(t) ≤ 1√
t

+ c
√
t sur ]0, 1].

Mais
1√
t

+ c
√
t est intégrable sur ]0, 1] par linéarité et

1√
t
intégrable donc c

√
t est intégrable.

7.1.3 Comparaison à une série

On utilise la théorème que l'on a développé pour montrer un critère de convergence des séries.

Théorème 7.2. Soit f : [0,+∞[→ R une fonction positive décroissante et tele que f est riemann-intégrable

sur tout sous intervalle compact de [0,+∞[ alors
∞∑
n=0

f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur

[0,+∞[.

POUR DST. On remarque d'abord que ∀n ∈ N

f(n+ 1) ≤ f(x) ≤ f(n)

x ∈ [n, n+ 1] car f est décroissante. D'après la monotonie de l'intégrale de Riemann on a lors que

n+1∫
n

f(n+ 1)dt ≤
n+1∫
n

f(t)dt ≤
n+1∫
n

f(n)dt

f(n+ 1) ≤
n+1∫
n

f(t)dt ≤ f(n) (6)

D'une part (⇒) supposons que la série converge
∞∑
n=0

f(n) = M ∈ R. Pour tout sous-intervalle compact [a, b] de

[0,+∞[, on a que ∃m1,m2 ∈ N tels que [a, b] ⊆ [m1,m2]

b∫
a

f(t)dt =

m2∫
m1

f(t)dt−
∫
m1

f(t)dt−
m2∫
b

f(t)dt ≤
m2∫
m1

f(t)dt

=

m2−1∑
n=m

n+1∫
n

≤
m2−1∑
n=m1

f(n) ≤
∞∑
n=0

f(n) = M

D'après le théorème de caractérisation de l'intégrabilité des fonctions positives f est intégrable sur [0,+∞[.
D'autre part (⇐) supposons maintenant que f est intégrable alors ∃M0 tel que ∀[a, b] sous intervalle compact
de [0,+∞[

b∫
a

f(t)dt ≤M

La suite (
N∑
n=0

f(n))N∈N est

� Croissante : En e�et
N+1∑
n=0

f(n)−
N∑
n=0

f(n) = f(N + 1) > 0 car f est positive.

� Majorée :
N∑
n=0

f(n) = f(0) +
N∑
n=1

f(n) ≤ f(0) +
N∑
n=1

n∫
n−1

f(t)dt = f(0) +
N∫
0

f(t)dt ≤ f(0) +M
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f(n+ 1) ≤
n+1∫
n

f(t)dt ≤ f(n) (7)

Le théorème de convergence monotone a�rme alors que la suite (
N∑
n=0

f(n))n∈N converge donc la série converge.

Théorème 7.3. Soit f : [0,+∞[→ R positive, décroissante et Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle

compact de [0,+∞[ alors
∞∑
n=0

f(n) converge si et seulement si f est intégtrable sur [0,+∞[

Exemple 7.5. α ∈ R, α > 0 Pour quelles valeurs de α ∈ R≥0 la série
∞∑
n=1

1

nα
converge ?

On peut remarquer que
+∞∑
n=1

1

nα
=
∞∑
n=0

1

(n+ 1)α
et appelons fα :

[0,+∞[→ R

fα(x) =
1

(x+ 1)α

� sur [0,+∞[, fα(x) > 0

� si x1, x2 ∈ [0,+∞[, x1 ≤ x2 ⇒ x1 + 1 ≤ x2 + 1 ⇒ (x1 + 1)α ≤ (x2 + 1)α ⇒ 1

(x2 + 1)α
≤ 1

(x1 + 1)α
⇒

fα(x2) ≤ fα(x1) Donc fα décroissante.
fα est continue, donc intégrable sur tout sous intervalle compact. On peut alors appliquer le théorème la série

converge si et seulement si fα est intégrable sur [0,+∞[. On remarque que fα(x) ∼ 1

xα
donc fα est intégrable

si et seulement si α > 1.

Remarque 7.4. On a donc
+∞∑
n=1

1

n2
converge vers un nombre réel. Lequel ?

Remarque 7.5. On peut aussi dé�nir la série ζ̃(s) =
∞∑
n=1

1

ns
avec s ∈ C et Re(s) > 1 (la série converge).

Il existe une fonction méromorphe ζ dé�ni sur C telle que elle coïncide avec ζ̃ sur {Re(s) > 1}

7.2 Normes et intégrales impropres

Proposition 7.6. lim
x→a

f(x) = l ∈ Rn ⇔ lim
x→a

fi(x) = li ∈ R

Démonstration. lim
x→∞

f(x) = (l1, · · · , ln) si et seulement si lim
x→a
‖f(x)− (l1, · · · , ln)‖∞ = 0

lim
x→a

max |fi(x)− li| = 0 (8)

pour tout i = 1, · · · , n on a
0 ≤ |fi(x)− li| ≤ max |fi(x)− li|

donc si l'équation 8 est vraie, lim
x→a
‖fi(x)− li‖ = 0 donc lim

x→a
f(x) = li inversement, si lim

x→a
fi(x) = li pour tout i

alors lim
x→a
|fi(x)− li| = 0

Lemme 7.1. Soit I ⊆ R un intervalle et f : I → Rn une fonction Riemann intégrable sur tout intervalle
compact de I alors f est intégrable sur I si et seulement si toutes les composantes de f sot intégrables sur I

Démonstration. Soit f intégrable sur I si et seulement si lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt et
x

lim
x0

f(t)dt existent dans Rn.

Mais lim
x→a

f(x) = l ∈ Rn ⇔ lim
x→a

fi(x) = li ∈ R

Depuis une proposition du cours
x∫
x0

f(t)dt = (
x∫
x0

f1(t)dt, · · · ,
x∫
x0

fn(t)dt).

Donc si f est intégrable sur I ⇔ lim
x→sup(I)

x∫
x0

fi(t)dt et lim
x→inf(I)

x0∫
x

fi(t)dt existent, dans R pour tout i = 1, · · · , n

si et seulement si fi est intégrable sur I pour tout i = 1, · · · , n.
Inversement si lim

x→a
fi(x) = li,∀i alors lim

x→a
|fi(x) − li| = 0 ⇔ 0 ≤ max |fi(x) − li| ≤

∑
i

|fi(x) − li| ⇔ 0 ≤

lim
x→a

max |fi(x)− li| ≤
∑
i

lim
x→a
|fi(x)− li| = 0
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Proposition 7.7. Soit I un intervalle réel, f : I → Rn est Riemann-intégrable et soit ‖ · ‖ une norme de Rn.
Alors, si ‖f‖ est intégrable sur I alors f est intégrable sur I

‖
∫
I

f(t)dt‖ ≤
∫
I

‖f(t)‖dt

Démonstration. Par équivalence des normes ∃A ∈ R>0 tel que ‖x‖∞ ≤ A‖ MANQUE Z|fi| qui est intégrable
sur I, fi+|fi| est intégrable sur I mais fi = (fi+|fi|)−|fi| et donc fi est intégrable par linéarité de l'intégrabilité.
Le lemme implique alors que f est intégrable sur I, toutes ses coordonnées le sont.
Fixons x0 ∈ I. Soit ε > 0 alors ∃x1, x2 ∈ I tels que

‖
x0∫
x

f(t)dt− lim
x→inf(I)

x0∫
x1

f(t)dt‖ < ε

2

‖
x2∫
x0

− lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt‖ < ε

2

Donc ∀y1, y2 ∈ I, inf(I) ≤ y1 ≤ x1 et x2 ≤ y2 ≤ sup(I).

‖
∫
I

f(t)dt‖ = ‖ lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt+ lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt‖

= ‖ lim
x→inf(I)

x0∫
x

f(t)dt−
x0∫
y1

f(t)dt+

x0∫
y1

f(t)dt+ lim
x→sup(I)

x∫
x0

f(t)dt−
y2∫
x0

f(t)dt+

y2∫
x0

‖

≤ ε+ ‖
x0∫
y1

f(t)dt‖+ ‖
y2∫
x0

f(t)dt‖

≤ ε+

x0∫
y1

‖f(t)‖dt+

y2∫
x0

‖f(t)‖dt

≤ ε+ lim
x→inf(I)

x0∫
x

‖f(t)‖dt+ lim
y→sup(I)

y∫
x0

‖f(t)‖dt

= ε+

∫
I

‖f(t)‖dt

Exemple 7.6. f(x) = sin(log(x)) est intégrable sur ]0, 1] car on a voit bien que | sin(log(x))| est intégrable car
]0, 1]. Le théorème qu'on vient de prouver dit que si MANQUE

Remarque 7.6. La réciproque dans le théorème précédent est fausse voit par exemplef : [π,+∞[→ R

f(t) =
sin(t)

t

La fonction f est intégrable sur [π,+∞[, mais |f | ne l'est pas.
Si f est intégrable sur [π,+∞[

x∫
π

f(t)dt =

x∫
π

sin(t)

t
dt = [− cos(1/t)]xπ −

x∫
π

cos(t)

t2
dt =

− cos(x)

x
− 1

π
−

x∫
π

cos(t)

t2
dt

Mais

∣∣∣∣cos(t)

t2

∣∣∣∣ ≤ 1

t2
qui est intégrable sur [π,+∞[, donc intégrable sur [π,+∞[, donc par comparaison et par le

théorème,
cos(t)

t2
est intégrable sur [π,+∞[ donc lim

x→∞

x∫
π

cos(t)

t2
dt existe �nie.
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Alors
x∫
π

f(t)dt admet une limite �nie quand x→∞ donc elle est intégrable sur [0,+∞[ En e�et, pour n ∈ N

nπ∫
π

|f(t)dt =

n−1∑
k=1

(k+1)π∫
kπ

f(t)dt

=

n−1∑
k=1

(k+1)π∫
kπ

| sin(t)|
t

dt

=

n−1∑
k=1

(k+1)π∫
kπ

(−1)k sin(t)

t
dt

≥
n−1∑
k=1

(−1)k

(k + 1)π

(k+1)π∫
kπ

sin(t)dt

≥
n−1∑
k=1

(−1)k

(k + 1)π
(cos(kπ)− cos((k + 1)π))

=
2

π

n−1∑
k=1

1

1 + k
→∞

Donc ∀M > 0 il existe un intervalle compact [π, nπ] tel que
nπ∫
π

|f(t)|dt > M . Donc par caractérisation de

l'intégrabilité d'une fonction positive, |f | n'est pas intégrable sur [π,+∞[.

8 Limites et intégrales

Le but de cette section est de savoir si, donnée un suite de fonctions on a

lim
n→∞

∫
I

fn(t)dt =

∫
I

lim
n→+∞

fn(t)dt

Exemple 8.1. Soit, pour tout n ∈ N, fn(t) =

{
1 sur [n, n+ 1]

0 autrement
Pour tout t ∈ [0,+∞[, lim

n→+∞
fn = 0 donc

lim
n→∞

fn ≡ 0. On a donc

lim
n→∞

∫
[0,+∞[

fn(t)dt = lim
→∞

1 = 1 6= 0 =

∫
[0,+∞[

lim
N→∞

fn(t)dt

L'égalité n'est pas toujours vraie. Par contre on a un théorème nous donnant des conditions pour pouvoir �nir.

Théorème 8.1 (convrgence dominée de Lebesgue). Soient I un intervale réel f, fl : I → Rn des fonctions
Riemann-intégrables sur chaque sous intervalle compact de I∀l ∈ N.
On suppose qu'il existe une fonction g : I → R intégrable sur I telle que ‖fα(t)‖ ≤ g(t)) ∀t ∈ I (avec ‖ · ‖ une
norme arbitraire de Rn). Supposons que ∀t ∈ I, lim

t→∞
fl(t) = f(t). Alors la fonction fl et f sont intégrable sur I

et on a

lim
l→∞

∫
I

fl(t)dt =

∫
I

f(t)dt
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Troisième partie

Fonction dé�nies par une intégrale

Remarque 8.1 (But). Soit f :

{
I × J → K
(x, t) 7→ f(x, t)

. On souhaite étudier F :

{
I → K
x 7→

∫
J
f(x, t)dt

9 Intégrale généralisée dépendant d'un paramètre

Soit I, J deux intervalles réels dans K

Théorème 9.1. Soit f : I × J → K continue par rapport à chacune de ses variables (ie ∀x ∈ I, t 7→ f(x, t)
continue (Riemann intégrable su�t) sur J et ∀t ∈ J, x 7→ f(x, t) continue). On suppose qu'il existe g : J → R
intégrable telle que x ∈ I, ∀t ∈ J

|f(x, t)| ≤ g(t) (9)

Alors pour tout x ∈ I, t 7→ f(x, t) est intégrable sur J et F :

{
I → K
x
∫
J
f(x, t)dt

est continue

Démonstration. La domination implique l'intégrabilité de

t 7→ f(x, t)

Pour montrer que F est continue en tout a ∈ I, il su�t de montrer. Pour toute suite (x1)n d'éléments de I qui
converge vers a, F (x1) converge vers F (a).
Ceci est ue conséquence directe du théorème de convergence dominé pour

In =

∫
J

fn(t)dt

avec fn(t) = f(xn, t).
� lim

n→+∞
= lim
n→+∞

f(xn, t) = f(a, t) car x 7→ f(x, t) continue.

� |fn(t)| = |f(xn, t)| ≤ g(t)
D'où le théorème de convergence dominée

lim
n→+∞

F (xn) = lim
n→+∞

In =

∫
I

f(a, t)dt = F (a)

0,+∞[. Pour cela il su�t de montrer que Γ est continue sur tout intervalle [a, b], 0 < a < b

Théorème 9.2. Soit f : I × J → K On suppose
� ∀x ∈ I, t→ f(x, t) est continue (Riemann intégrable su�t)
� f admet une dérivée partielle par rapport à x, ∀t ∈ J
�

∂f

∂x
: (x, t) 7→ ∂f

∂x
(x, t) continue par rapport à x et à t.

� Il existe g : J → R intégrable tel que ∀(x, t) ∈ I × J,
∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ g(t)

Alors

F :

{
I → K
x 7→

∫
J
f(x, t)dt

est de classe C1 sur I et pour tout x ∈ I,

F ′(x) =

∫
J

∂f

∂x
(x, t)dt



Calcul Intégral Fonction dé�nies par une intégrale 43

Démonstration. Il s'agit à nouveau de justi�fer un passage à la limite à l'aide du théorème de convergence
dominée

lim

x→a
F (x)− F (a)

x− a
= lim
x→a

∫
J

f(x, t)− f(a, t)

x− a
dt

Exemple 9.2. On montre ainsi que la fonction Γ est de classe C1 sur ]0,+∞[ de dérivée

Γ′(x) =

+∞∫
0

e−t)(log(t))t
x−1dt

10 Transformée de Fourier et de Laplace

Dé�nition 10.1. Soit f une fonction telle que |f | est intégrable sur R. On appelle transformée de Fourier de
f l'application linéaire.

F : f 7→ f̂(ξ) =
1√
2π

∫
R

e−ixξf(x)dx

Remarque 10.1. Si |f | est intégrable, comme

∣∣∣∣e−ixξf(x)

∣∣∣∣ = |f(x)| alors
∫
R
e−ixξf(x)dx converge.

Dé�nition 10.2. Soit f une fonction bornée sur R. On appelle transformation de Laplace de f l'application

L : f 7→ L(f)(s) = F (s) =

+∞∫
0

e−stf(t)dt

Remarque 10.2. Pour f bornée, |e−stf(t)| ≤Me−st. Donc L(f) est bien dé�nie.

[Propriétés de la transformée de Fourier] Soit f tel que |f | est intégrable sur R alors :

� f̂ est bien dé�nie, continue et bornée sur R
� Si xf : x 7→ xf(x) est absolument intégrable alors f̂ est dérivable et (f̂)′(ξ) = ˆ(−ixf)(ξ)

� Si f est dérivable de dérivée f ′ absolument intégrable, alors ˆ(f ′)(ξ) = iξf̂(ξ)

Démonstration. En exercice

[Propriétés de la transformée de Laplace] Soit f bornée sur [0,+∞[ alors,
� L(f) est dé�nie, continue et dérivable sur ]0,+∞[
� Si f est dérivable de dérivée bornée, alors L(f ′)(s) = sL(f)(s)− f(0)
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