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Premiére partie

Calcul différentiel de fonction vectorielle

Définition 0.1. Une FONCTION VECTORIELLE définie sur un intervalle (réel) I est une fonction f : I — R”

avec n € Nxg.

Remarque 0.1. Sin = 1, on a des fonctions "numériques" classiques, c’est a dire des fonctions réelles & variable

réelle.

Exemple 0.1. f:[0,1] — R3, avec f(t) = (1,t) Vt € [0,1]

g:[0,1] — R3, avec g(t) = (cos(t),exp(— arctan(t)),t? + 2).

Il sera utile d’écrire une fonction vectorielle en termes de ses coordonnées, plus précisément, si f : I — R”,

R" - R
alors, f(t) = (f(t),..., fn(t)) avec f; : I > RVi=1,--- ,n avec f; := mof ou 7 : pour
(xlv"' awn)’_)xi

tout i =1,--- ,n.

Remarque 0.2 (Idée). Développer un calcul différentiel (continuité, dérivabilité, intégration) pour des fonctions

vectorielles.

1 Continuité des fonctions vectorielles

Remarque 1.1. Une NORME sur R" est une application ||.|| : R™ — R* avec
1. Jz|=0<2=0
2. || Az|| = [M||z|[VA € R,V € R
3. lz +yll <l + llylVe,y € R”

Remarque 1.2. Nous rappelons les définitions suivantes

1y @)l = <;\xi\f’>%

n
— @1, @)l = X0 [l
i=1
7 ||(171, axn)”DO = 1nax |IZ|
1=1,---,n

Exemple 1.1. Une norme sur R” donne une distance sur R", (d)(z,y) = ||z — y||) donc une notion de "étre

proche".

Proposition 1.1. Toutes les normes sur R™ sont équivalentes c’est a dire la notion de "étre proche” dans R™

ne dépend pas du choizx de la norme sur R™.

Définition 1.1. Soit ||.|| une norme sur R™. Une fonction vectorielle f : IR™ est CONTINUE en zy € I si
Ve > 030 > 0 tel que

Vo € I, |x — xo| < d alors ||f(z) — f(zo)]] <€
Remarque 1.3. La définition ne dépend pas du choix de ||.|| grace & la proposition précédente.

Définition 1.2. f: I — R™ est dite CONTINUE SUR [ si f est continue en xy Vzq € 1.
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Proposition 1.2. Soit f : [ — R™ alors f est continue si et seulement si toute coordonnée de f est continue.

Démonstration. D’une part (=) considérons 7 : R™ — R la i-éme projection. Elle est une fonction continue
(au sens topologique). Alors f; = m;0f donc f; est continue état composition de fonctions continues (preuve
alternative, plus directe en TD).

D’autre part (<) on suppose que f = (fi, -+, fn) €t f1,---, fn sont continues en xo € I (f; : IR). Par définition
Ve > 0,36; > 0|z —xzo| < &; = |fi(z) — fi(zo)| < % On veut prouver que f est continue choisissons par exemple

la norme 1, ||.||1. Soit € > 0 et prenons § = mind; > 0 alors si |z — xg| <

= lr—xol <o Vi=1,---,n

= |fi(a) = filwo)| < - V=1 m

= [[f(x) = f(@o)lly = Zlfl(l’) = filzo)| <€

donc f est continue en xg. O
Exemple 1.2. f:[0,1] — R? et ¢ — (1,¢) est continue.

[0,1] — R?
Exemple 1.3. g: n’est pas continue (symbole de Kronecker).

t— (60, t)
1l suffit d’avoir une composante pas continue pour ne pas avoir continuité de la fonction vectorielle.

2 Dérivabilité des fonctions vectorielle

Définition 2.1. Une fonction vectorielle f : I — R™ est dite DERIVABLE en x¢ € I si la limite

L ()~ (o)
T—To Tr — X
existe dans R™. Das ce cas, la limite s’appelle la DERIVEE de f en xq et elle est notée f/(zp) € R™. La fonction

f est dite DERIVABLE SUR [ si elle est dérivable en tout point zg € 1.

Remarque 2.1. lim f@) = fwo) _ v si ||M

— v|| = 0 peu importe quelle norme ||.|| de R.
T—To Tr — X9 Tr — X

Proposition 2.1. f: I — R"™ est dérivable en xq € I si et seulement si chaque coordonnée est dérivable en xq

et on a

f'(xo) = (fi(o), -+, fr (o))

Démonstration. D’une part (=) soit f dérivable en zq, f'(zo) = ((f'(x0))1, -+, (f'(x0))n). La définition de

limite (avec la norme ||.||o) nous dit que

De plus
f(x) — f(zo) _ (fl(l') — f1(zo) fn(2) —fn(mo))

Tr — X Tr — X Tr — X
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On a donc par la définition de ||.||c

donc en particulier

| pra— f'(xo)il =0
@)= 120) ()i e
r — X9

donc f; est dérivable en z.

Donc f/(zo) = f donc la limite

lim f(z) = f(zo)

T—To T — X0

= (f"(z0),- -+, fr(x0)) €R™

f est dérivable en z et de dérivée

f(wo) = (fi(zo), -+, fr(x0))

D’autre part (<) supposons que Vi =1,--- ,n, f; est dérivable en zo de dérivée f!(x). Choisissons ||.||co
f(x) — f(.%‘o) / / _ fz(x) — fi(-'L'O) .
”W (fi(xo) -+ fr(w0)lloo = m?ﬂﬁ fi(zo)| =0
f(x) = fxo)

donc la limite lim = (f{(xo) - fl(x0)) donc f est dérivable en x et de dérivée

T—To r — X
f'(xo) = (fi(zo) -~ £, (20))

O

Remarque 2.2. On peut définir aussi les dérivées a droite et & gauche des fonctions vectorielles. Encore une

fois, on a les liens avec les dérivées & droite et & gauche des coordonnées.

Proposition 2.2. Soit les propriétés suivantes

1. Soient f,g: I — R™ avec f,g dérivables en xq € I et soient o, 3 € R. Alors ad + Bg est dérivable e xg
et (af + Bg) (xo) = af'(xo) + By’ (x0) (linéarité de la dérivée).
2. Soit f: I — R™ avec I intervalle ouvert. Si f'(x) = 0Vx € I, alors [ est (un vecteur) constant.

3. Soient I,J deux intervalles réels, ¢ : I — J dérivable sur I et f: J — R™ dérivable. Alors fo¢p : I — R"

est dérivable et de dérivée

(fog) (z) = ¢/ (2)f'(¢(x))

pour tout x € I

Démonstration. .
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1. Il suffit de vérifier que toutes les coordonnées de «f + g sont dérivables. Mais (af+8g); = afi+ 8¢, Vi =
1,---,n. Mais f; et g; sont dérivables. af; + g; est dérivable, selon le cours d’Analyse 1. Donc af + B¢

est dérivable et de dérivée
(Oéf{ +Bgl17 aaf7/1+ﬁg;7,) :Oé(f{, 7f’r/z)+6(gia ’g;) :af/+ﬁg/

2. Exercice

3. Exercice

Et pour le produit ? Mieux vaut considérer des formes bilinéaires.

Proposition 2.3. Soient f,g: I — R" dérivables en xg € I et soit b: R™ x R™ — R une forme bilinéaire alors
b(f,g): I >R

b(f,9) : &= b(f(x), 9(x))

est dérivable en xo et de dérivée

(b(f,9)) (xo) = b(f'(z0), g(0)) + b(f(0), g (w0))

Démonstration. Voir en TD O

RxR—R
Exemple. Pourn=1etb: on a b(f,g) = fg donc 'énoncé coincide avec celui d’Analyse 1

(2,y) = xy
pour le produit.

Exemple. Soit (-,-) le produit scalaire standard sur R" (||z|s = v/(z,z) V& € R") et soit f : [ — R

dérivable. Calculer la dérivée de || f||2 :
z = || f(2)]l2
On a que

— {f, f) : I = R est dérivable sur
— ¢ est dérivable sur R*. Donc D’aprés Analyse 1 on a que ||f]|2 = ¢o({f, f)) est dérivable pour z tel que
(f(x), f(z)) £0 < f(x) # 0 et la dérivée est

(If112) () = ((f5 1)) ()-8 ((f, ()

= (" 1)+ D) x 2<f1f><w>
=2(f, ') () x m

1f (@)l
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3 Fonctions de Classe C* par morceaux

3.1 Fonctions de classe C*

On supposera toujours I dérivable ouvert et non vide

Définition 3.1. Une fonction vectorielle f : I — R™ est dite de classe C* sur I si f est k-fois dérivable sur I

et la dérivée k-ieme f(*) est continue. On écrire f € C*(I,R"™)
Remarque 3.1. C°(I,R") = {f : I — R" continue}

Remarque 3.2. Sil >k CY(I,R") D C*(I,R") .
En fait soit f € C*(I,R™), donc f est k fois dérivable donc f est [ fois dérivable. Tl reste a prouver que f() est
continue mais

— sil =k, trivial

— sil <k, f® est dérivable (parce que f admet la dérivée d’ordre [ + 1) mais dérivable implique continue.

Remarque 3.3. On peut aussi donner la définition de C* par récurrence sur K, c’est a dire
— f est de classe C? si f est continue

— f est de classe C**1 (avec k > 0) si f est dérivable et f’ € CF.

Définition 3.2. Une fonction vectorielle f : I — R™ est dite de classe C> sur I si f est de classe C* pour tout

k € N. On écrira f € C>(I,R").

Remarque 3.4. C>®(I,R") = (| C*(I,R")

keN
0siz <0
Exemple 3.1. f: R = R, f(z) :=
22siz >0
Osiz <O
feCl(R,R,f’(a:)z Osiz=0
2rsiz >0
Exemple 3.2.
Rt — R2

x — (log(z); 2% + sin(x))
Corollaire 3.1. f: 1 — R" est de classe C* sur I c’est équivalent & dire que chaque coordonnée de f est de
classe CF.
Proposition 3.1. 1. C*(I,R™) est un R-espace vectoriel Yk € NU {oc}
2. si f € CF(I,R) et g € C*(I,R™), alors le produit scalaire fg = (fg1, - , fgn) est dans C*(I,R™)

3. si f € CF(I,R™),¢ € C*(J,I) avec J, I intervalles ouverts réels, alors fop € C*(J,R™)

Démonstration. 1. exercice (utiliser le corollaire)

2. .
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3. on utilise la définition par récurrence sur k.

— k =0 (composition des fonctions continues est continu)

— supposons que le résultat est vrai pour k fixé positif. On le prouve pour k4 1. Donc f et ¢ sont déri-
vables donc fo¢ est dérivable et (fo) (x) = ¢'(z).f'(¢(x))¥x € J donc par hypothése de récurrence
flop € CF(J,R™).

D’autre part, on utilise 2) pour déduire que (fog) = ¢'(f'o¢) est de classe C* donc par définition
fop € CFHL(I,R™).

3.2 C*- Difféeomorphismes

Dans cette section on s’intéresse uniquement & des fonctions réelles des variables réelles

Définition 3.3. Soient I,.J deux intervalles ouverts : réels. Une fonction f : I — J est dite un C* difféomor-

phisme (avec k € NU {oco}) si
1. f bijective
2. feCk(1,J)
3. f7teCr(J,I)

Exemple 3.3. exp : R — RT elle est bijective, de réciproque log : RT — R. Comme exp € C®°(R,R") et

log € C°°(R™,R) alors exp est un C'*°-diffeomorphisme de R vers RT.

Proposition 3.2. Soient I un intervalle ouvert réel. f : I — R une fonction de classe C*(I,R) avec k > 1

alors f est un C* difféomorphisme de I vers f(I) est équivalent f'(x) # OVx € 1.

Démonstration. D’une part (=) Si f est un C*-diffeomorphisme, alors en particulier, f est inversible, donc il
existe f~! avec f~lof = id.
Or, (f~'of)(x) = aVx € I. Mais, D’aprés la définition de C* diffeomorphisme et comme k > 1, f, f~! sont
dérivables, donc 1 = (f~tof)'(z) = (f—1)'(f(z)).f' (z)Vx € [ = f'(x) # OVx € I.
D’autre part (<) il faut prouver que

— f bijective

— f € CFI, f(I)) (déja veérifié par hypothése)

— ek,
Prouvons d’abord que f est bijective sur son image comme f € C!(I,R), f’ est continue sur I, mais par
hypothése, f/(z) # 0. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, f/(z) > 0Vz € I ou f/(z) < O0Vz € I ainsi
f est strictement monotone et donc f est bijective sur son image f(I).
Donc il existe f~! : f(I) — I. On va prouver que f~! € C*(f(I),I). On voit D’aprés Analyse 1 que f~! est

dérivable sur f(I), de dérivée
1

f(f=1(wo))
Pour prouver que f~' € C*(f(I),I) on peut prouver que (f~1) € C*~1(f(I),I) mais

(f1) (vo) =
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Par récurrence , f~! € CF.
— k = 0 implique f~! est continue (Analyse I)
— Supposons que f~! € C¥(k > 1> 0) prouvons que f~ ¢ CHL.Si f~le Ol ffe CF1 CCl = flof~' €
1
Cl= ——¢cCl=(fYYel =flecth.
f/Of_l E (f ) E f E

Comme on peut utiliser la récurrence pour tout [ < k, on obtient (i la derniére étape) f~1 € C*(f(I),I). O

3.3 Fonctions de classe C* par morceaux

Définition 3.4. Une fonction f : (a,b) — R™ avec a,b € R U {00} est dite de classe C* par morceaux sur
(a,b) (avec k € NU {oo}) si ils existent ag, - ,a, € [a,b] donc ag =a < a1 < -+ < ap_1 < ar = b avec

L. f‘]aiyai+1[ € Ck((aivai-l-l)aRn)Vi =0,---,r—1

2. la limite droite de f et la limite gauche de f est finie pour tout point de discontinuité.

Proposition 3.3. Soit f : I — R™ avec I un intervalle réel ouvert f € C°(I,R"™) alors f constante est

équivalente a f'(x) = 0 Va ot f est dérivable.

Démonstration. D’une part (=) trivial.

D’autre part (<) on sait que il existe ag, -+ ,a,.—1 avec f est dérivable (et de dérivée nulle) sur chaque

lai,aizi[,i € {0, ,r —1} alors fjia, a,4,((2) = ¢; pour tout i € {0,---,r —1} avec ¢; € R™. Mais f est

continue, donc Vi € {1,--- ,r —1},¢;_1 = lim f(z) = lim f(z) =¢; Donccy =¢; = -+ = ¢—1 = c. Alors
z—)ai— a:~>aj'

f(x)=csur I. O

4 Intégration

Motivation

Les intégrales sont omniprésentes dans les mathématiques (et dans les autres domaines) en analyse, en probabilité

etc... On va voir une application des intégrales & la théorie des nombres.

Théoréme 4.1. T € R\ Q

Démonstration. (Niven, 1946) On présente la preuve dae & Niven, voir [?] Par contradiction on suppose que

a
meRien = 7 avec a,b € N. On défini la famille de fonctions suivantes

x"™(a — bx)™

n!

fn(x) =

Fn(x) = fn(x) - fr(lz)(‘f) + f7(l4)(x) 4+t (71)nfT(LQn) (IE)

1. Montrons que f, (7 — z) = f,(x)
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folr — ) = (m—xz)"(a —' b(m —x))™
n!
_ (a/b—x)"(a—a+bx)"
N n!
_ b(a/b—x) "
N n!
_ (a—bx) 2™
=
2. Montrons que f(0) € Z et £ (x) € Z
dfo(z) = 2" (a — bx)"
=a" z:(—1)’“6‘;?@"71“1)’“;6’C
k=0
Nuven

Sl]<nonaf(1)( 0)=0.5ij€{n,2n} ona

n

D)=

k=j—n

F9(0) = (-1 ran k

(aprés calcul différentiel).

3. Calculons la dérivée suivante

da:(
w (@) + Fy(2)) sin(x)

=
= ((fule) = [P (@) + -+ (-1

+ (fa(@) = P @)+ 4 (C1)" 20 (@) sin(a)
D" (@)
+ (=) £ () sin(z)

= (P (@) = [V (@) + -+ (=
+ fol@) — [P (2) + f1P(2) +
= fn(z)sin(z)

4. On a donc que Offn(x) sin(z)dx = [F'(z) sin(z) — F(x) cos(x)]§ = F,(m) + F,,(0) € Z par 2

5. Montrons que Yz €]0, |

0 < fo(x)sin(z) < Wn!

n

Z (—l)kanfkbkC’,:‘(n +E)n+k—-1) - (n+k—7j+ l)anrkfj

d F'n(z)sin(z) — F,(z) cos(x)) = F/(x)sin(z) + F.,(z) cos(z) — F'(z) cos(x) + F, sin(x)

E(—l)ﬂ_”an_ﬁ’”b]_"C” J! = entier ]— € Z parce que f(J)( ) € Z depuis 1) et f,(Lj)(O) ez

D’une part sin(z) > 0 si x €]0,#[ donc fo(x) = x—(a — bz)™ > 0. D’autre part sin(z) < 1 et donc

n!
xn

fn(x) = ﬁ(a - bx)n

6. En conclusion par monotonie de I'intégrale on a [0dz < [ f,(z)sin(z)dz < [
0 0

,n_nJrlan

dx et donc 0 <

Jo fn(@)sin(z)de < — Pour n assez grand et donc Jo fn(x)sin(z)dz doit étre un entier dans ]0, 1]
n!
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ce qui n’est pas le cas autrement dit on a une contradiction.

4.1 Rappel sur intégrale de Riemann

Définition 4.1. Une partition d’un intervalle compact [a,b] et une famille {Iy,I5,---,I,} avec I; un sous

intervalle de [a,b]Vi = {1,2,--- ,n} et |J I; = [a,b] et I; N I; consiste d’au plus un point si ¢ # j.
i=1

1=

Définition 4.2. Le VOLUME d’un intervalle compact [a,b] est vol([a,b]) =b—a

Définition 4.3. Soit P = {Iy,I3,-- -, I,} une partition de [a, b]. La TAILLE de P est le maximum des volumes

de I;;i € {1,--- ,n}.
Exemple 4.1. Soit [0,1] et P = {[0,1/2],[1/2,3/4],[3/4,1]} la taille de P est 1/2.

Définition 4.4. Une PARTITION POINTEE de [a, b] est une famille {(I1,p1), (I2,p2), -, (I-, pr)} avec
— {I1,I5,- -+, I} une partition de [a,b]
— peIvie{l,2,- 1}

Définition 4.5. Soit f une fonction bornée sur [a,b] et soit P = {(I1,p1), (I2,p2), -, (I, p,)} une partition

pointée de [a, b] alors la SOMME DE RIEMANN de f par rapport a P est

R(f, }5) = Zf(pi)v‘)l(]i)

La fonction f est dite Riemann-intégrable et l'intégrale [ € R si Ve > 036 > 0 tel que pour toute partition
pointée P de [a,b] de taille au plus § on a |R(f, P) — | < e.

b
On écrire dans ce cas | = [ f(t)dt. Les normes de Riemann de f convergent vers une limite finie pour des

a
partitions assez fine. Si f est continue, [ est I’aire sous le graphe de la fonction.

Probléme. La définition est trés difficile & utiliser

Théoréme 4.2. Soit f une fonction bornée sur [a,b]. On a que f est Riemann-intégrable si et seulement si

Ve > 03P une partition de [a,b] avec Y (sup f — ir}f fvol(l;) < e
i=1 I

Démonstration. Admise O

Question. Est ce qu’ils existent des fonctions bornées sur [a, b] qui ne sont pas Riemann-intégrable ?

Exemple 4.2. Soit les exemples suivants
— f: §; sur [0, 2] est Riemann-Intégrable Ve > 0, on peut choisir la partition P = {[O, 1- ¢

et on a

(sup(f) — i}lf(f))vol(h) + (sup — i?f)vol(lg) + (sup(f) — i}nf(f))vol(lg) = % <€
I 1 I 2 I3 3

gLU—*1+*LD+3
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Osiz ¢ QN[0,1]
— [ :]0,1] = R tel que f = = Xanjo,1] cette fonction n’est pas Riemann intégrable

1siz e QNI0,1]

parce que en utilisant le théoréme on a que pour toute partition P de [0, 1]

n

Z(blllpf mff Yvol(I Zvol

i=1

Des fonctions avec une suffisante régularité sont Riemann-intégrables.
Théoréme 4.3 (Heine-Cantor). Une fonction continue sur un intervalle compacte est uniformément continue

Définition 4.6. On rappelle les définitions suivantes
— Continuité : Ve > W,y € I35 > 0, |z —y| < d = |f(x) — f(y)] < I
— Continuité uniforme : Ve > 03§ > 0Vz,y € I tel que |z —y| <= |f(z) — f(y)| <o

Théoréme 4.4. Soit f € CM°([a,b],R) alors f est Riemann-intégrable sur [a, b]

Démonstration. Comme f est continue par morceaux sur [a,b], on a a = ap < a1 < -+ < a, = b telle que
Jas,iza[ €8t continue et lim+ et lim f(x) existent finies Vi = 0,1,--- ,7—1 donc on peut définir des fonctions
z%ai Z*}a1+1

fi : [ai, ait1] — R continues et bornées (prolongement par continuité).

Soit € > 0. On voudrait utiliser le théoréme de caractérisation de lintégrabilité & la Riemann. Grace au
théoreme de Heine-Cantor les fonctions f; sont uniformément continues sur [ai,a;+1] = 36; > 0 tel que si
2,y € [ai,ainl, |z — y| < & alors |fi(x) — fi(y)| < W

Soit R = [8;15 f— [Lng] f (< oo car f bornée). On peut supposer que R # 0 (sinon f = cte et donc elle est Riemann

intégrable). Posons 0 < § < min {50, 01, ,0p_1 . Soit P une sous partition de {[ao, a1], [a1, az],- - , [ar—1,ar]}

4n R}
de taille inférieur & §. On note P = {Iy,I5,--- ,I.}. Cette partition vérifie le théoréme de caractérisation de

lintégrabilité de Riemann, donc on a 1’énoncé Z (sup — 1?f fHvol(L;) < e
i=1 I;

sup — inf f)vol(I;) + sup — inf f)vol(I;
> Gl = 3 (=gt Huel(r)
—
au moins un §;; aucun §;;
< ZR.(S + Z (m?x fr — mIin fr)vol(I;)
I€lai,ait1]

< Ré# {I, qui contiennent des d;} + Z — ol(I;)
o4 J 2(b—a) vortte

L;iClak,ak41]

= Ro2r + 0—a) Z vol(I;)

I;Clag,ak41]

< RO2r + ﬁuozqa, b))

U 4 —
<RT4R +

Corollaire 4.1. En particulier, toute fonction continue sur un intervalle compact est Riemann-intégrable.

Démonstration. Admise O
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L’intégrale de Riemann rejouit des propriétés suivantes.

Proposition 4.1. Soient f, g : [a,b] = R deuz fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] et A € R alors
1. (linéarité) \f + g est Riemann-intégrable sur [a,b] et

b b

/(Af+g)(t)dtz)\/bf(t)dt—i—/g(t)dt

a a

2. (additivité, rotation de Chasles) si ¢ € [a,b], alors f est Riemann-intégrable sur [a,c] et sur [c,b] et

/b F(t)dt = / F(t)dt + /b F(t)dt

Démonstration. admise O

Notation. Sia,b € R,a <b et est Riemann intégrable sur [a, b] on note

/af(t)dt:—/bf(t)dt
b a

b
Question. Si f est positive et [ f(¢)dt = 0 alors f(¢) = 0. L’affirmation est vraie si f est continue, mais pas
a

en général.

Définition 4.7. Si A C R la fonction caractéristique de A est la fonction x4 : R — R

lsize A
xa(x):=
0 autrement

b
Exemple 4.3. Soit a < ¢ < d. La fonction Xy : [a,b] = R est Riemann intégrable et fx{c} (t)dt =0

a
Remarque 4.1. Plus généralement la valeur de 'intégrale de Riemann de f ne dépend pas des valeurs prises par
f dans un ensemble fini de points, si f : [a,b] — R est une fonction Riemann intégrable sur [a,b] et g : [a,b] — R

telle que g(x) = f(x)Va € [a,b] \ S, #S < oo, alors g est Riemann intégrable et
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En effet, on a que

g=1Ff+> (g(s $))x{sy(x) Vo € [a, 0]
s€s
(en outre, si o € [a,b] \ S, f(2o) + 2 (9(s) — f(5))x(s}(< @o) = f(wo) = g(@o) et si xo € S, f(zo) + > (9(s) —
F)X1s) (@) = £(x0) + (o) — Fz0)1 = glao)). -
Maintenant on sait que f est Riemann intégrable (hypothése) et que (s} est Riemann intégrable (exemple)
alors g = f + Z( (s) = f(s))x{s} est une combinaison linéaire finie de fonction Riemann intégrable, donc g

est Riemann 1ntegrable depuis la proposition en partie 1. Le méme énoncé affirme que

b

b b b
/ o(t)dt = / F®dt+ 3 (os) - £(5)) / xis) (Dt = / F(t)dt

p seS

[1,1000] — R
Exemple 4.4. Soit f : . Elle est Riemann intégrable parce que f est

log(%ﬂ) — arctan(exp(sin(x)))
continue sur [1,1000]. Soit maintenant g : [1,1000] — R définie comme

2
T
—sizreN
6z

f(x) autrement

g(x) =
La remarque permet de conclure que g est Riemann-intégrable sur [1,1000].

4.2 Intégrales de Riemann des fonctions vectorielles

(I est un intervalle réel, n € N\ {0})

Définition 4.8. Une fonction vectorielle f : I — R"™ est dire BORNEE sur I si il existe C' € R telle que

|| f(z)]] < CVx € I (pour n’importe quel choix de la norme sur R™).
Définition 4.9. Prouver que effectivement la définition ne dépend pas de choix de la norme sur R".

Proposition 4.2. Une fonction vectorielle est bornée en I si et seulement si chacune de ses coordonnées l’est.

Démonstration. D’une part (=) soit f : I — R™, f = (f1,- -+, fn) une fonction bornée alors, 3C € R, || f(z)]|oo <
CVz € I. Mais alors pour tout ¢ € {1,--- ,n}

|fi(2)] S e [fi@) = [lf(@)l[ <CVz el

donc f; est bornée.

D’autre part (<) soit f = (f1,--+, fn), avec f1,---, f, fonctions (numériques) bornées alors Jcy,--- , ¢,
telle que |fi(z)] < ¢V € I,Vi € {1,---,n}. Prenons C = max{c1, -+ ,c,} on a que Vz € I,||f(z)|le =
' {nlnax }|fi(a:)| < C donc fest bornée. O
el,---,n

On peut maintenant définir 'intégrale de Riemann pour des fonctions vectorielles bornées.



Définition 4.10. Soit f : [a,b] — R™ une fonction bornée sur [a,b]. Soit P = {(I1,p1), -+, (Ir,pr)} une

partition pointée de [a,b]. La SOMME DE RIEMANN DE f PAR RAPPORT A LA PARTITION P est

Zf pi)vol(I;) € R™

La fonction f est Riemann-intégrable si il existe L € R™ tel que Ve > 039 > 0 tel que pour toute pointée P de
taille plus petite que d on a

IR(f, P) = LIl <e

(pour n’importe quel choix de la norme sur R™). Dans ce cas, le vecteur L est appelé 'INTEGRALE DE RIEMANN
b

de f sur [a,b] et noté [ f(t)dt

Proposition 4.3. Soit f : [a,b] — R™ une fonction bornée alors f est Riemann-intégrable sur [a,b] si et

seulement si chacun de ses coordonnées est Riemann intégrable sur [a,b]. Mais on a que

/abf(t)dt:(/bfl(t)dt,... ’/bfn(t)dt)

Démonstration. D’une part (=) On suppose que f est Riemann-intégrable sur [a,b], L = ;f(t)dt € R,
L=(Ly,--+,L,). Fixons i € {1,--- ,n} et on prouve que f est Riemann-intégrable. ‘

Soit e > 0. Comme f est Riemann intégrable, on sait que 39 > 0. Pour toute partition pointée P de taille inférieur
adonal|R(f,P)— Ll <& = Ze{nlaa?i }|(R(f,P)—L)i| <e=max|R(f;,P)—L;|<e=|R(fi,P)—Li| <e
D’autre part (<) soit f = (f1, -+ fn) avec fi1,---, fn Riemann intégrables sur [a,b]. Soit ¢ > 0. Donc Vi €

{1, -+ ,n}3d; > 0 tel que pour toute partition pointée P de taile inférieur a d; o a

R(fi, P /fl Ydt| < e

Donc, posons § = ‘erlnin d; alors, pour toute partition pointée P de [a,b] de taille inférieur & § on a
b b b b
IR P) = ([ At [ R0 = 1RGP~ [ A R(EP) = [ a0

= max |R(f;,P /fz )dt| < e

i€{l,-,n
b b
Donc f est Riemann intégrable et [ f(t)dt = ([ f1(¢)dt,- - ,ff (t)dt).

a

Cette proposition permet, de trouver les propriétés analogues pour pour l'intégrale de Riemann des fonctions
vectorielles O

Proposition 4.4. Soient f,g: [a,b] = R™ et A € R alors
1. (linéarité) \f + g est Riemann intégrable et

b

b b
/()\f+9)(t)dtZ)\/f(t)dt—i—/g(t)dt

a

15



2. (additivité, relation de Chasles) si ¢ € [a,b] alors f est Riemann intégrable sur [a,c] et sur [c,b] et

jf@ﬁjf@ﬁ+jf@ﬁ

a

/f@ﬁ:o

a

Démonstration. Nous prouvons les trois

1. f=(f1,--,fn) et g= (91, ,9gn)- D’apreés la proposition précédente f1,---, fn, g1, - , gn sont Riemann-
intégrables sur [a,b]. D’aprés le résultat analogue sur les fonctions numeériques (voir la proposition de ce

b b b
matin) Af; + g; est Riemann intégrable sur [a,b] et [(Af; + g;)(¢)dt = X [ fi(¢)dt + [ g:(t)dt.

Mais Af +g=A(f1,-- , fu) + (91, 9n) = Afi + 91, -, Afn + gn) et pour tout ¢ € {1,--- ,n},Afi + g
est Riemann-intégrable donc Af + ¢ est Riemann intégrable et

b

b b
/ (A +g)(t)dt = ( / (M1 + g1)(B)dt, - / (Mo + g0)(8)d8)

= (/\/bfl(t)dt+/bgl(t)dt,--~ ,/\/bfn(tpdt+/bgn(t)dt)

a

= A(/bJﬁ(t)Chﬁw' ,/bfn(t)dt) +(/b91(t)dtw' ,/bgn(t)dt)

b b
:A/f@ﬁ+/@@m
a a
2. Comme f est Riemann-intégrable fi,---, f, sont Riemann-intégrable. D’aprés la proposition précédente,
fi,-+, fn sont Riemann intégrable sur [a, c] et sur [c, ] et

b b

/fi(t)dt:/Cfi(t)dt—k/fi(t)dt

a c

b b

[ e =( [ s / fal®)dt) = ( / fit)dt + / .- / e+ / )

a a a

—( / Adt,-- | / Falt)dt) + ( /b fi(tydt, - / " i

:jf®ﬁ+]f®ﬁ

3. ff(t)dt = (faa fl(t)dtv T 7fj fn(t)dt) = (07 T 70) =0

a

O

On peut comparer la norme de l'intégrale d’une fonction vectorielle avec 'intégrale d’une fonction vectorielle
avec l'intégrale de la norme.

16



Proposition 4.5. Soit f : [a,b] — R™ une fonction Riemann-intégrable sur [a,b] et soit ||.|| une norme sur R™
alors, ||f|| : [a,b] — R est Riemann-intégrable sur [a,b] et

b b
IL/f@ﬁﬁHSL/Hf@NMt

b
Remarque 4.2. Si n = 1 la proposition affirme que |ff (t)dt] < f |f(t)|dt. Donc la proposition généralise le

cas commun des fonctions numeériques (en fait un peu plus car on prouve aussi que si f est Riemann intégrable
alors | f| est Riemann intégrable)

Remarque 4.3. La proposition affirme que f est Riemann intégrable alors || f|| est Riemann intégrable. La

0,1] - R . lsiz e
[0,1] . Autrement dit f(x) = 51:1‘0 Q
XQn[o,1] — XQen([0,1] —1lsiz ¢ Q
On a que |f| =1, qui est Riemann intégrable, mais f n’est pas Riemann intégrable.

réciproque n’est pas vraie par exemple soit f : {

Corollaire 4.2. Si f : [a,b] = R"™ est Riemann- intégrable et ||.| est une norme sur R™
b
I ] s < o= aysuplfi

Démonstration. (depuis la Proposition 4.5)

b b b

H/ﬂMﬂS/W@WS/wMNﬁzwﬂm@WH

J [a,b] la,b]

O

Démonstration. (de la propriété) Comme toutes les normes sur R™ sont équivalentes, il existe une constante
¢ € R telle que ||z]] < C.z]iVx € R™. On veut prouver que | f|| est Riemann-intégrable. Fixons ¢ > 0
comme f est Riemann-intégrable, Vi € {1,---,n} la fonction f; : [a,b] — R est Riemann-intégrable depuis
la proposition. Depuis le théoréme de caractérisation de la Riemann Intégrabilité des fonctions numériques. Il
existe une partition P; = {I;;,--- , I;»} telle que

T

> (sup f; — inf fiJvol(L;) < e

j=1 Lij
considérons un raffinement P = {Iy,--- ,I,} de Py, Ps,--- , P,. Remarquons que P satisfait
m
Z Zsup fi— 1nf fi)vol(I) < —C Vie{l,---,n} (1)
k=1 I, *

alors on a que

Z(S}lp\\fll —inf [ f[)vol(Zy) = > sup (Ilf( ) = 11f ) vol(Ix)
k=1 1* *

k—1 x,yEl}

=C) sup (Y 1filx) = fuly)vol (L)

=1 ZVEL 755

< ZZ sup fi— mffl)vol(lk)

cy -
=1

IN
\m '

=€

Q
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Donc ||f]| : [a,b] — R est Riemann intégrable. Soit ¢ > 0 aléatoire. D’apreés la définition de l'intégrabilité de
Riemann 341,02 > 0 tels que pour toute partition pointée P; de [a,b] de taille inférieur & §; avec i = 1,2.

IR(f, P / Fydt] < = @
b
RSP = [ 10 < = 3)
Soit maintenant P = {(I1,p1), -+ ,(Ir,pr)} pointée de [a,b] de taille plus petite que min({d1,d2}) alors P
satisfait (2) et (3). En général on a que
IR(f. P)|| = HZf (pi)vol(I

< _Z 1 (piJvol (1)
=>_ I o)llvol(Ls) =R(I 1], P)

Maintenant

b
I [ sl =1 [ s - R(s.P) 4 R

b
< H/f(t)dt—R(f,P)ll+H72(f,P)||

EHIRGP)

e+ R/ P) == + R(ISILP) - /IIfII dt+/||f|| dt

<
~—
(3)

< 26+/||f\|

b b
H / F(tydt] < / 1l (0)dt + 22
b b
|| / f(tydt] < / 1711t

On a donc que

avec € > ( arbitraire, donc

4.3 Les théorémes fondamentaux du calcul intégral

On va explorer la relation entre la dérivée et l'intégrale de Riemann d’une fonction vectorielle

But. Prouver que

18



Définition 4.11. Soit f : [a,b] — R™ une fonction vectorielle. Une antidérivée de f est une fonction I :
[a,b] — R™ continue et telle que pour tout point x € [a, b] ol f est continue on a F' dérivable en x et F'(z) = f(x).

—-2,2 R
Exemple 4.5. Soit [ : 2.2 - alors :
X]0,2] — X[-2,0[
Y
x
1siz €]0,2]
flx)=<0siz=0
—1lsize[-2,0]
Une antidérivée de f est
Yy
2 - 1 2 z
7. [-2,2] = R
x|z
Cependant la fonction dans [—2,2] — R :
Y
Glz) = x—i—l-six €10,2]
—x siz € [-2,0] \
2 - 1 2 z

n’est pas une antidérivée de f car g n’est pas continue.

Remarque 4.4. Si F est une antidérivée de f et ¢ € R", alors F + c est aussi une antidérivée de f, parce
que F + ¢ est continue (car somme de fonctions continues) et Vo ou f est continue F' + ¢ est dérivable en x et
(F+c)(x) =F'(z) + 0= f(z)

Remarque 4.5. Si f € MC°([a,b],R") et F est une antidérivée de f, alors F € MC"'([a,b],R"). En effet,
Jda=ag < ap <--- <a, = b telle que fj,,, est continue Vi € {0,--- ,r — 1} alors lim+ f(z)et lim f(x)

r—a; T—ra; 4
,ais.] €st dérivable et de dérivée continue (depuis la

) = f(llai, ait1[)Vi € {0,--- ,r — 1} de plus

ai+1[
existent et sont finies. Mais alors F' est continue, Fjj,,
définition d’antidérivée, (Flja, ;..

lim F'(z) = lim f(z)

w%aj' z—a;
lim F'(z)= lim f(z)
w—)a;rl w—)a;rl

existent finies Vi € {0,--- ,r — 1}.
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Est ce que on peut toujours trouver des antidérivée 7

Théoréme 4.5 (Premier théoréme fondamental du calcul intégral). Soit f : [a,b] — R™ une fonction Riemann-
intégrable sur [a,b]. La fonction

[a,b] — R™

Fa: v [ f()dt

est une antidérivée de f qui s’annule en x = a

Démonstration. Prouvons que F4 est continue
Ve > 0,30 > 0,|x —xo| < 0= [|[Fx) — F(zo)| < ¢

Soit [|.|| une norme de R™ et fixons ¢ > 0. Soit § = (si sup||fH # 0, mais si sup||f| = 0 alors

Hf|| [a,b]

[a b]
f =0= F, = cte continue).

Soit x € [a,b] : |z — xo| < = alors

€
sup || f]|

[a,b]

upl\fII

I1Fala) = Eaton)l = | [ £(0at [ srael =) [ £l < el < ” e

Donc F, est continue en x( ce qui implique par arbitrarieté du choix de x¢ F, est continue sur [a, b].
Il reste & démontrer que si zy est une point ol f est continue, alors F' est dérivable en zq et F'(zg) = f(z0)

F,(x) — Fy(x0) B

Ve > 035 >0: |z —xzo| <0 =] P
— Zo

f(xo)| <€
Soit € > 0. Comme f est continue en xg, 35 > 0, |z — zo| < § = || f(x) — f(x0)] < €. Donc

Fu(x) = Fa(xo) F(zo

e e /f 1t — f(zo)

)at||

T — X0

1
T — X0

|| / Fo))d|
|9c —:I:0|

/ 1£(8) — £(ao) |t
,Tol

Remarquons maintenant que Vt € [0, z], |t — o] < |x — o] < d, donc || f(¢) — f(zo)]| < € donc par monotonie de

I’intégrale
T
1 1
< 7/€dt=7€|l‘—$0‘ =
@ — @0l |z — 2
o

Donc F, est dérivable en z( de dérivée f(xo) donc F, est une antidérivée de f O

oy / () — F(o))d]

Remarque 4.6. Soit f : [a,b] — R™ une fonction Riemann-Intégrable sur [a,b] et ¢ € [a, b] alors
[a,b] — R™

2) = [ f(0)dt

F. :
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alors F, est aussi une antidérivée de f.
En effet, de 'additivité

Fc(x):/f(t)dt

:/zf(t)dt—/cf(t)dt
g “

w(x) — vecteur constant

Et depuis la réciproque précédente on a F, = F, + vecteur constant est aussi une antidérivée de f (car F, Dest).

Théoréme 4.6 (Deuxiéme théoréme fondamental du calcul intégral). Soit f : [a,b] — R™ une fonction bornée
et continue par morceauz sur [a,b] alors

1.

si Fy, Fy sont deuz antidérivées de f, alors Fy = Fy + wvecteur constant (deux antidérivées de f différent par
une constante)

la fonction F, introduite dans le Théoréeme 4.5 précédent est l'unique antidérivée de f qui s’annulle en x = a

st F' est une antidérivée de f, alors

b
/ﬂmﬁzwmzﬂw—F@

Démonstration. 1. Soient Fy, F» deux antidérivées de f alors F; et F, sont continues et de classe C' par

3.

morceaux depuis la remarque précédente. Ainsi ' — F; est continue et de classe C! par morceaux si z € [a, b]
est un point de continuité pour f, F;—F5 est dérivable en x et (F} —Fy)'(z) = F{(x)—F4(z) = f(x)—f(z) = 0.
Donc F} — F, est continue, de classe C! par morceaux et de dérivée nulle ot dérivable donc par la proposition
F, — F5 = vecteur constant.

La fonction F, est une antidérivée de f (voir le 1)) et

Emo=/fmﬁ=o

Soit F' une antidérivée de f qui s’annule x = a. D’aprés 1) on doit avoir que F' = F,, + ¢ avec ¢ C R™. Mais
0=F(a)=F,(a)+c=cdoncc=0= F = F,.

Soit F' une antidérivée de f, alors F' = F, + ¢ pour ¢ € R™ alors

F(b) — F(a) = (Fa(b) + ¢) — (Fa(a) + ¢) = Fa(b) + ¢ — Fa(a) — ¢

Il
S
=
~

|
3
—

o
~

Il
~
—~
=

U
~

Remarque 4.7. Ce théoréme n’est pas forcément vrai pour des fonctions Riemann-intégrables générales. Par
exemple prenons I’ensemble de Cantor.

C .= ﬁ E,
n=1

on sait que C' est fermé et sa mesure de Lebesgue est 0, mais il est non-dénombrable on défini une fonction

f:

[0,1] — R comme suit (premiéres étapes représentées)

Y
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La fonction f est continue pour tout x € C et Vo ¢ C, f est dérivable en z et f'(x) = 0. Donc f est une
antidérivée de x., mais la propriété 3) n’est pas vraie parce que

1
/Xc(t)dt =0
0

(thoéréme de la mesure de Lebesgue) et donc on n’a pas f(1) — f(0) = 1.

4.4 Méthodes d’intégration

Notation. Si une fonction est de classe C' par morceaux sur un intervalle I, on notera par f’ une extension
arbitraire de la dérivée de f. Plus précisément, Jdag = a < a; < --- < a, = b avec f|jq, q,,,[ de classe C! (donc

dérivable) Vi € {0,--- ,r — 1} alors 1 [a,b] — R est n’importe quelle fonction telle que f’(x) = f'(z)Vx ou f
est dérivable.

1siz>0
Exemple 4.6. Si f(z) = |z| alors f/(z) = asiz =0 Vo € R.

—1lsiz <O

Proposition 4.6. Soit f : [a,b] — R™ une fonction continue et de classe C' par morceauz sur [a,b] alors
b
[ P =10 @

Démonstration. f est une antidérivée de f’ et on peut utiliser le deuxiéme théoréme fondamental de Ianalyse.

On a en effet que f est continue, si € [a,b] est un point de continuité de f’ alors f est dérivable en x et

f'(z) = f'(z) aussi, f’ est continue par morceaux parce que f est de classe C! par morceaux. Donc depuis le
deuxiéme théoréme fondamental du calcul intégral.

b
[ Fae=1r = 10) - @
Remarque 4.8. L’égalité n’est pas vraie en général sans demander que f soit continue. Par exemple :

y -
f:{[0,2]—>R T |

T = X[1,2]

~ 2 ~
et soit f/ = 0. La fonction f est de classe C' par morceaux, mais [ f’(¢)d¢t = 0. On utilisera cette proposition pour
0
prouver la formule d’intégration par partie et la formule de changement de variables (pour fonctions vectorielles)

Proposition 4.7 (Intégration par parties). Soient ¢ : [a,b] — R et f : [a,b] = R™ deuz fonctions continues et
de classe C' par morceauz sur [a,b] alors

b
/&wﬂmuzwm—/ﬁw”wﬁ

Démonstration. La fonction

) la,b] = R”
¢f{m+wwﬂw
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est continue et de classe C' par morceaux. Quand elle est définie, la dérivée de ¢.f est

(0) (x) = ((8f1)(x), - (&fn) (x))
= (¢' (@) f1(z) + ¢(@) fi (), -+, ¢ (@) fu () + P(2) £, ()
= ¢'(@)(fu(x), -, ful@)) + S(2)(f1(2), -, [ ()

)
¢'(2)f(x) + d(2) [ (2)

Donc - - -
(¢f) =¢' . f+o.f
Maintenant d’aprés la proposition précédente comme ¢.f continue et C' par morceaux on a

j¢f /wf+¢f

b

m+/¢@ﬁ@ﬁ

\@

Exemple 4.7.

——
—_
o

1
arctan(t) i / 2 T e a
1 2 1o

1
/t {arctan gt = [ﬁ
2
0 0
t?2+1-1

A4

Proposition 4.8 (Changement de variables). Soient ¢ : [a,b] — [c,d] une fonction de classe C* sur [a,b] et
f e, d] = R™ une fonction continue par morceaux sur [c,d] alors
#(b)

b
mw:/fwmwwm

Démonstration. Posons F : [c,d] — R™ une antidérivée de f. La fonction Fog : [a,b] — R™ est continue (parce
que F et ¢ sont continues) et de classe C' par morceaux (parce que ¢ est de classe C! et F est de classe C! par
morceaux car antidérivée d’une fonction continue par morceaux).

Aussi pour tout = € [a,b] ot Fo¢ est dérivable

(Fog)'(x) = (Fog)'(x)
= ¢/(z).F'(¢(x))

l\J\H
Sy

#(a)

= ¢'().f(¢(x))
alors la proposition nous dit que
b b
[ e war= [ Foa) @ar

4.4.1 Des applications de la formule de changement de variables aux fonctions périodiques

Rappelons qu’une fonction f : R — R"™ est dite T-périodique ou périodique de période T', avec T' € R si Vo € R
ona f(x+T)= f(x).
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Exemple 4.8. Sinus est 27 périodique parque que sin(z + 27) = sin(z)vVx € R.

Remarque 4.9. Une fonction f est T-périodique si et seulement si son graphe est stable par translation
z—x+T

Si f est continue par morceaux et 7- périodiqlTle, alors l'intégrale de f sur tout intervalle de volume T est la

a+T
meéme, c’est & dire Va € R, alors [ f(¢)dt = [ f(t)dt
0

a

Démonstration. Comme R = |J[(n — 1)T,nT] alors a € R = In € N tel que a € [(n — 1)T,nT]. Alors
neZ
I’additivité de l'intégrale donne
a+T a+T

/f £)dt = /f dt+/f

La formule de changement des variables dit que

nT nT
/f(t)dt:/f(t+T)dt

¢r(nT) (n+1)
= [ swa= [ s
¢T(a) a+T
Ou ¢ : x— x + T alors
a+T (n+1)T a+T
/f(t)dt: / Ft dt+/f
a a+T
(n+1)T
= f(t)dt
nT
T4+nT
_ / F(t - nT)dt
nT
¢—nT(NTH+T)
- [ swa
¢_nr(nT)
T
~ [ sty
0
T
- / F(t)at
0

Donc si I et J sont deux intervalles de volume T, I = [a,a + 1] et J = [b,b+ 1] pour certains a,b € R alors

a+T T b+T
/ Ft)dt = /f(t)dt - / F(t)dt
a 0 b
donc les intégrales de f sur J coincident O

Soit, f : R — R une fonction T-périodique, continue par morceaux d’antidérivée F' alors F' est T-périodique si
T

et seulement si la moyenne de f sur une période est nulle (ie [ f(¢)dt = 0)
0
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Démonstration. F est T périodique

&S Fz)=F(x+T)VzeR
<& F(x+T)—- F(x) =0Vz € R

27
Mais F(x +T) — F(z) = [F]2*T = f f(t) ff t)dt. Par exemple comme f sin(t)dt = 0 alors une

antidérivée de sin est aussi 27- perlodlque (pas surprenant c’est —cos). Par contre, s01t f:R =R f(z) =
sin(z) + 1 Elle est 27 périodique sur

2T 2m T

/f(t)dt: /sm(t)dt+/1dt: 21 £ 0

0 0 0

4.5 Deux applications de ’intégrale

On va prouver deux théorémes classiques mais dans le contexte plus général des fonctions vectorielles continues
par morceaux.

Théoréme 4.7 (Inégalités des accroissements finis). L’idée est de donner une relation entre la pente de la
droite (a, f(a)), (b, f(b)) et la dérivée de f dans lintervalle [a,b].
Soient ||.|| une norme sur R™ est f : [a,b] = R™ qui satisfait

1. f continue sur [a,b)
2. f dérivable sur |a,b| sauf pour un nombre (au plus) fini de points
3. dc € RT tel que || f'(t)]| < ¢Vt € [a,b] ou [ est dérivable alors ||f(b) — f(a)]] < c(b—a)

Démonstration. 1. On suppose d’abord que f est dérivable partout sur ]a, b[ et on prouve I'inégalité pour une
telle fonction. Soit € > 0, comme f est continue en a et en b, 36 > 0 tel que ||f(a) — f(a+0)|| < € et

b—
If(d) — f(b—9)|| < e. On peut supposer 6§ < —— 2 ,dans ce cas a +d < b—4Jd et [a+d,b— ] Cla, b (car
0 > 0) donc f est dérivable sur [a + d,b — 4] alors

1£(6) = f(a)l = £ (b) = f(b—8) + f(b+6) — fla) — fla+0) + fla+d)]
<f®) = fo =) +f(a+0) = fla)l + [If(b—0) — fla+d)ll
< IIf(b 0) = fla+9)[| +2¢

=H/f@MH%

a+d

b—6
< [Irola+2e

a+o
b—4
< / cdt + 2¢
a+o
=c(b—a—29)+2e
<c(b—a)+ 2

Donc Ve > 0
[£(b) = fa)]| < c(b—a)+2e
donc |[f(b) — f(a)|| < c(b - a).
2. Dans le cas général, soient a = ¢y < ¢ < -+ < ¢, = b tels que f est dérivable dans |¢;, ¢;+1[Vi € {0,--- ,r}
donc la restriction fj, .,,, est continue et derlvable sur e, cip1[ et satisfait ||fp e +1[( ) < eVt €lei, civa
donc fiie, c,,,] satisfait les hypothéses du 1) et alors

1 f(civ1) = fle)ll < eleirr — i) (4)
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Vi e {0,---,r —1} alors

1£(0) = fla)ll = £ (er) = fler1) + fler1) = fler2) = fler) + fler) = fleo)l
1

1=0
r—1 r—1
< C(cig1 — ) = OZ(ai+1 —a;)
N~~~ < ‘
=0 =0
(1)
=Cler —cr1+Cro1—Cro+--+c1 —cp)
=C(b—a)

O

Remarque 4.10. Soit f : [a,b] — R" une fonction continue et de classe C' par morceaux alors sur chaque
intervale de dérivabilité la dérivée s’étend & une fonction continue sur un intervalle compact, donc

Cy =sup{||f'(t)|,t € [a,b], f dérivable en t} < co
La fonction f satisfait les hypothéses du Théoréme 4.7 avec ce choix de C' alors

1F(0) = F(@)]| < Cr(b—a)

[0,27] - R

. . On a que
x + sin(x)

Remarque 4.11. L’inégalite de la remarque peut étre stricte. Par exemple f : {

Oy = sup {Jlcos(t)]} =1
[0,27]

Donc la remarque dit que
0=[lf(2m) = f(O)]| < 2n
Théoréme 4.8 (prolongement des fonctions de classe C*). Soit I un intervalle réel, xo € I et f : I — R
satisfaisant
1. f continue sur I
2. f est de classe C* sur I\ {zo}
8. Vre{l, -k} la limite de ") pour x — x( eziste finie

I, = lim f®)(z)

T—x0
alors f est de classe C* sur I et f()(zo) = 1,Vr € {1,---,k}

Démonstration. On prouve le théoréme par récurrence sur k. Pour £ = 0 il n’y a rien & prouver. Supposons
alors que le théoréme est vrai pour tout naturel jusqu’a k et on va le prouver pour k + 1.

Soit alors f une fonction continue sur I, de classe CF*' sur I\ {0} et avec I, = lim f)(z) € Rvr €
T—To
{1,---,k + 1}. Donc par hypothése de récurrence, on sait que f est de classe C* sur I, donc soit f®) .1 - R"

continue. On veut prouver que f*) est de classe C**! sur I (cela implique que f est dérivable k + 1 fois sur I
avec f*+1) continue).
Soit maintenant g : I — R"

lgr18ix =z

ﬂm:{ﬂ“W@$$¢m

alors g est une fonction continue sur I depuis I'hypothése 3), donc continue sur un petit intervalle [a, b] contenant
T, considérons
[a,b] — R™

x> fg(t)dt
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Comme f*) est continue sur I, donc

F9(z) = lim f@(z¢) = lim ( f ED@)dt — f*) (a))

,I._>,I.O I*}IU

~ 1im ( / g0yt — 1%(a)

lim G(z) — f®(a) = G(zo) — f*(a)

(L‘—)(L‘U

alors pour tout = € [a,b],z < z¢,G(z) = f*)(z) + f*)(a) et de maniére similaire pour tout = € [a,b], z > o,

G(x) = f®)(x) — f®)(b) alors Vx € [a,b], G(z) = ) (z) + cte.

Mais G est de classe C! (depuis premier théoréme fondamental) car G est dérivable sur [a, b] et G’ = g continue.

Alors f(F) est aussi de classe C! sur [a,b] donc sur I et donc f est de classe CFT1.

Alors f*H1 (ag) = Jim FE (@) = b O
9

5 Formules de Taylor

Etudier une fonction f peut étre "difficile". I’idée des formules de Taylor est d’approximer une fonction f avec
des fonctions polynomiales. Si f est assez réguliére en un point on pourra le faire localement. Pour formaliser
I'idée on peut définir la notion suivante.

Définition 5.1. Soit  un intervalle (ouvert) de R, xg € I et f: I — RN qui est dérivable n fois en xy. Alors
le polynéme de f de degré n autour de z( est

noofrR) (g
Py = Z fT('O)(I — z)*
k=0 ’

Par exemple Py 5, = f(zo) si f est dérivable une fois

Pri1ao = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

Exemple 5.1 (Graphique). Soit f(z) = e”. Représenter le graphe de f de Py, Pf,1,0, sz o (ils existent
parce que f est dérivable un nombre infini de fois en z). Py =1,P =142z, P, =1+x + ?
Y 5—
§
r
i

o

G
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Théoréme 5.1 (Polynome de Taylor avec reste intégral). Soit I un intervalle ouvert de R, xg € I et f : I — R™
une fonction de classe C" sur I et de classe C" ' par morceauz sur I, pour n € N. Alors

x

10) = Py (a) = |

Zo

(1)

—— [ (@)dt Ve e I
n:

Démonstration. Par récurrence sur n
— Pour n = 0. La fonction f est continue et de classe C! par morceaux sur I

F(@) = Prool) = £(2) ~ fao) = [ )i

— Supposons la propriété vraie pour tout k < n et prouvons la pour n + 1. Soit alors f une fonction de classe
C"*1 sur I et de classe C"2 par morceaux sur I. Alors

n+1 (k) T
F&) ~ Prain(®) = £@) — 3 T2 (@t

k=0
nr(k) (g (n+1) (5
AP Erte-a e L)
B p f(”Jrl)(fﬂo) —
= (@) = Pt (@) — m(ﬂf — o)
. r— )" - (n+1) T
= [ i - T e -

Zo

La derniére équalité est obtenue par hypothése de récurrence (f est de classe C"*! sur I, donc de classe C"
sur I et de classe C"*' par morceaux sur I).

On remarque que f(**D = (4D car f € C**+1(I,R™) et f est C**2 par morceaux, donc f("*1 est continue
et de classe C! par morceaux sur I. La formule d’intégration par parties nous donne alors

T — )" (n+1) T
@) = Prnsnan(o) = [ E pos0ga - LS @ gyt
T — n+1 . T — n+l _ (n+1) T
= [—((n_z)l)!f(nﬂ)(t)]io - / _((n—i)l)!f(nﬂ) (t)dt — W(m — 20)"

_ (=)™ [ (&= 0" (@ = 20)" ! (s 1) (w0
= Wf +1 (a:o)+/mf 2 (t)dt — Wf 1

2 _ #\n+1 _
- [ e

Zo

O

Théoréme 5.2 (Inégalité de Taylor Lagrange). Soit I un intervalle ouvert xo € I et f : I — RY de classe
C" sur I et de classe C" ' par morceauz sur I. Alors il existe ¢ > 0 tel que || f"+D ()| < ¢ Vo € [a,b] avec
xo € [a,b] et

|z — 2|7t

CES ¢ z € [a,b

1 (@) = Pg.nm0) (@) <
(pour n’importe quel choixz de norme ||.| sur R™)

Démonstration. Comme f € MC™H(I,R") alors f(~"+1) est une fonction continue par morceaux sur [a, b] donc
f+1) est bornée sur [a, b], alors Jc > 0 telle que || f™ TV (z)|| < ¢ Va € [a,b].
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Supposons d’abord que z € [a, ] est xg > x grace au Théroéme 5.1 :

Zo

1£(2) ~ Pyl = - / (””;—.mf"“(wdtn

/ =D Ftn) )

/ Bt e oyt

< /%cdt

Il

o
—~
=
s ||
RS
S~—
s

Q
~

O

Corollaire 5.1 (cas particulier du théoréme Taylor Young). Soit I un intervalle (ouvert) réel, f : IRY une
fonction de classe C™ sur I et de classe C" par récurrence sur I alors f(x) = Pfp o (x) + (x — 30)".€(z) avec
lim e(x) =0 (c’est a dire lim |e(z)]| =0)

Tr—x0

T—xT0

f(@) = Ppina (7)

six #x
Démonstration. 1l suffit d’écrire e(x) = (x — z)" 7 o . On a que
0
lim |le(z)[| = lim 1£(2) = Ppanoo (@)]] < lim — |z — o[+ Lt
a0 = |x zo|" Frowot = 250 (n + 1)) |z — 0|

O

Remarque 5.1. Ce corollaire justifie formellement l'intuition que Pf,, 5, est une bonne approximation de f
autour de xo. On écrit aussi que f(z) — Pz (2) est o(|z — zo|™) ou O(Jz — x| T).

Remarque 5.2. Les hypothéses du corollaire ne sont pas les moins fortes possibles (théoréme de Taylor Young)
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Deuxiéme partie

Intégrale impropres de fonctions numériques

6 Définition et exemples

Rappel. Dans le chapitre 1, on a défini I'intégrale de Riemann pour des fonctions & valeurs vectorielles bornées
et sur un intervalle compact 1.

Le but de ce chapitre est d’étendre la définition du chapitre 1 & de nouveaux cas, ie :
— au cas de fonctions qui ne sont pas bornées sur un intervalle compact (— sur [0, 1])
x

— au cas d’un intervalle non compact ([1, +00l)

Notation. Soit R = R|J{—o00, +co}. Il est muni d’une relation d’ordre totale "<" obtenue en étendant la
relation "<" sur R par - -
<400 VrelR et —oco<z VreR

Définition 6.1. Soient I C R. Soit f : I — R" bornée et Riemann-intégrable sur chaque sous-intervalle
compact de 1.
L’intégrale de f sur I converge si pour un (et donc tout) choix de xg € I, on a que

z—inf(I) xz—sup(I)

Zxo x
lim / fH)dt eR™ et lim / ftydt € R"
x zo

Dans ce cas, on appelle intégrale (impropre) de f sur ]a,b[ la quantité

€T

xo

/ f(Hdt = lim / f®)dt+ lim [ f()dt € RI"
x—inf(I) z—sup(])

I T o

et on dit que f est intégrable sur I (ou qu’elle admet une intégrale impropre sur I).

11
/fdx
T

0

Exemple 6.1.

1

(c’est I'"aire" sous le graphe de — entre 0 et 1)
x

Calculons l'intégrale (si elle existe).

1
La fonction — est bornée et Riemann-intégrable (car continue) sur chaque intervalle fermé [c,d] (¢ > 0,d < 1).
X

Soit xo €]0, 1], par exemple zo = 1. On a que
1
. 1 .
lim Edt = lim [lnt]

z—0t z—0t
T

1
xT
= lim —lnz =400
z—0t
1
donc la fonction — n’admet pas d’intégrale impropre sur |0, 1] (I’aire sous la courbe est infinie).
x

Remarque 6.1. Dans la définition il y a un "pour un (et donc tout) choiz de xo € I".
Supposons que

xz—rsup(l

o xr
lim / F)dt R et lim / Fdt e R
z—inf(I) )
x Zo

Alors pour un autre 2y €]a, b[ arbitraire,

To o Zo Zo Zo
li t)dt = = 1 t)dt t)dt = t)dt li t)dt
i froa = = i ([roas [roa )= [rwi i { [ o
x x o xo x

est f est R-intégrable

cR™
carf R-intégrable
sur(xo,Zo]
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donc

z—inf(I) x—rsup (]

To x
lim / ftydt €R™ et lim / ftydt €eR"
x Zo

Donc on conclut par arbitrarité.

Zo
D’autre part, si li_mH J f(t)dt ¢ R™ pour un certain z¢ € I, on a le méme pour tout autre choix de zj € I.
T—r1N T

Remarque 6.2. La définition est compatible avec celle de intégrale de Riemann du chapitre 1. En effet,
f :]a,b] = R™ est Riemann-intégrable, alors

T b

dim [ f(t)dt = / F(t)dt

car le Théoreme 4.5 dit que la fonction [ f(t)dt : [a,b] — R™ est continue.
Exemple 6.2. Calculer
/ Hog(t)dt
10,1]

(on ne peut pas utiliser la théorie du chapitre A parce que tlog(t) n’est pas définie en 0). Par définition (comme
tlog(t) est continue, donc Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle compact de ]0,1]) on a

/ F(t)dt = Tim /1 Fb)dt

z—0t
10,1]

= lim < / tlog(t)dt)

1 1
2 ' 21
tlog(t)dt = | — log(t — | ——dt
[ st = | Grox0] - [ 53
x? 17e27]"
= 7—1 e
" log(e) — 2L
2
1
=~ log(a) — (1 —2?)
1 22
i I(l —2log(z))
La fonction f(t) = tlog(t) peut étre prolongée par continuité a une fonction g continue sur [0,1],¢(t) =
f®)t#0 L
®) et [ ft)ydt= [ g(t)dt= [g(t)dt
0 =0 10.1] 10.1] 0

Exemple 6.3. Calculer I’aire sous le graphe de la fonction f(t) = log(t) entre 0 et 1. La fonction f(¢) = log(t)

est continue, donc Riemann-intégrable sur chaque sous-intervalle compact de ]0,1], alors A = [ log(t)dt =
10,1]

1 1
lim [log(t)dt = xli%ﬂ [log(t)dt = lim (x —1—zlog(z)) = —1

z—0t 5 x—0t

Proposition 6.1. Soient o, 5 € R alors

1 tee 1 rimr—1
1. L’intégrale impropre [ ——dt converge si et seulement si o > 1 et dans ce cas Ik t—adt =94
[1,+oo 1 -«
2. L’intégrale i te [ Lt et seul tsif<letd flldt— !
. L’intégrale impor e]o : 784t converge si et seulement si et dans ce cas J =15
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1
Démonstration. 1. La fonction o est continue donc bornée et Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle
compact de [1, +oo[. Donc

x

/ idt lim —dt
te z— 400 t™

[1,400[ 1
= lim (1-«
lim (1-a)
mais si a # 1
1 t— a+1
/7@ a [ aL
1
B xlfoc -1
-«
T —1
et o converge lorsque z — +00 si et seulement si o > 1.
—

2.818=1, [ dt lim f dt lim (—log(t))

]0 1] z—01 z—0

1
Remarque 6.3. 1. L’intégrale impropre de n n’existe pas ni sur |0, 1] ni sur [1,4o0].

1
2. Pour tout a € R f t—adt n’existe pas finie.

10,400
Exemple 6.4. Calculer
+oo
t
—dt
/ 1+ 2

1l faut vérifier pour o =0

lim ff t)dt € R

T—r+00 0

lim ff t)dt € R

T——00
T —x 0

1l suffit de vérifier la premiere car [ f(¢)dt = — [ —f(u)du = — [ f(u)du.
0 0 —T

7 Propriétés de l'intégrale impropre

Par "intégrale de R" on voudra dire un ensemble ]a, b[ ou [a, b] ou [a,b] avec a,b € R et a < b

Proposition 7.1. Soit I € R un intervalle et soient f,g: I — R deux fonctions intégrables sur I, A € R alors
— (linéarité) \f + g est intégrable sur I et

/(Aerg)(t)dt:/\/f(t)dt+/g(t)dt

T T T
— (additivité) Soit I =]a,b|, si c € I, alors
| fwie= [ s dt+/f()d
Ja,b] Ja,c]

Démonstration. — f et g sont Riemann-intégrables sur chaque sous-intervalle [21, 2] compact de I, donc Af+g
Pest aussi (depuis le chapitre A) et par additivité

z2 z2

/(Aerg)(t)dt - A7f(t)dt+/g(t)dt

1 x1 1
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Soit xg € I alors pour tout € I on a

lim [ (Af+g)()dt = lim /f dt+/ t)dt)
z—rsup(]) xz—rsup(])
Zo

Les deux intégrales admettet une limite pour  — sup(f) (car f est intégrable sur I). Donc

x x

=X lim t)dt+ lim t)dt € R"
z—rsup(]) f( ) z—rsup(l) g( )
xo xo

Par la méme fagon pour la limite lorsque = — inf(I) alors par définition, Af + g est inégrable sur I et

E/Qf+gﬂmﬁ: lim [ (Af+g)(t)dt+ lim /‘t/Af+g

w—)bup([) z—inf(I)
I z—inf(l) *
T xg Zo
li t)dt li tydt + X i t)dt li t)dt
=X / P A P (AU ) L
0 x x

:A/f@m+/gwﬁ

— On peut choisir ¢ dans la définition d’intégrale impropre pour obtenir

Hdt = i Hdt+ i t)dt
/f() Hhrfflm/f() +x—>s1$<f>/f()
I x x

O

Remarque 7.1. La linéarité prouver que l’ensemble J(I,R™) = {f:I — R"™: intégrables sur I} est un R
espace vectoriel (de dimension infinie).

Proposition 7.2 (Théoréme fondamental pour les intégrales impropres). Soit I C R un intervalle, soit f une
fonction continue par morceaux sur I, & valeurs dans R™, intégrable sur I. Si F est une antidérivée de f sur I,
alors

/f(t)dt: lim F(z)— lim F(x)
T

z—sup([) z—inf(I)

Démonstration. Soit xg € 1

T xg
/f@ﬁ:mggm/j@ﬁ+ﬁgﬁm/f@ﬁ:
I o x

en application le deuxiéme théoréme fondamental du calcul intégral sur les intervalles compacts [z, 2| et [z, zo]
(F est une antidérivée de f sur I, donc méme sur ces intervalles).

= lim (F(z) - F(zo)) + lim (F(xo) — F(x))

xz—rsup(]) xz—inf(I)
= lim F(z)— lim F(z)
x—sup([l) x—inf(I)

O

Proposition 7.3. Soit I C R un intervalle, et f : I — R une fonction continue, positive, intégrable sur I alors

/f@ﬁ:O@f:O
I
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Démonstration. D’une part < Soit zg € I, [ f(t)dt = lim f ft)dt + hm f f(t)dt = 0 D’autre part =

T z—inf(I) z—rsup(l

On sait que
x

= 1 t)dt li t)dt
xo

zo
Mais f est positive, donc si inf(I) < z < xg alors [ f(t)dt > 0.
€T

T

Et aussi  lim fhmf t)dt > 0 de méme lim [ f(t)dt > 0.

z—inf (I z—sup(I) 5, -

zo
Alorson a  lim f ft)dt =0et lim [ f(t)dt =0.
x—inf(I) 3,

z—sup(l) 4
[0, sup I[—) R
T = ff

est croissante sur [xq,sup(])] et FIO( ) > O0Vz € [xg,sup(])[ et hm(I) F,,(x) = 0 alors forcément F, (z) = 0.
T—rsup

De plus, la fonction F, : a comme dérivée (par Théoréme 4.5) f qui est positive, donc F,

Va € [zo,sup(I)[ donc [ f(t)dt = 0V € [zo, sup(D)].

0
Ainsi, un résultat sur les intégrales des fonctions continues sur un compact donc f est équivalent sur [xo, z].
Donc f est équivalent & 0 sur [xg,sup(])]. De la méme maniére on prouve que f = 0 sur |inf(f), z¢] donc f =0
sur [. O

Proposition 7.4 (Intégration par parties). Soient I C€ R un intervalle, ¢ : I — R, f: I — R" deuz fonctions
continues de classe C' par morceau sur I et intégrable sur I. Soient ¢’ et f' des extensions arbitraires de la

dérivée de ¢ et f sur I. Supposons aussi que

— hm( o(x)f(x) existe dans R™ et lirrfl(j)qb(x)f(x) existe dans R™.
x Tr—rin

— ¢(t).f'(t) est intégrable sur I alors ¢'(t)f(t) est intégrable sur I

/ﬁvwm=wggmawﬂw—_ggnw>ﬂ>—/¢@'ww

Démonstration. Soit zo € I. On considére pour tout x € [zg, sup(])],
[ 3= 611z, - [ o) (012t = 6() (@) — o) (o) ~ [ o(0) (01t

Les hypothéses 1 et 2 assurent que la limite de pour 2 — sup(/) existe dans R™. De méme pour lurtl(l f o' (t
T—r1n

L’énoncé alors MANQUE O
7.1 Intégrale impropres de fonctions numériques positives

7.1.1 Critére d’intégrabilité

Théoréme 7.1. Soit f: I — R une fonction positive, Riemann intégrable sur tout sous intervalle compact de
b

I. Alors [ est intégrable sur I si et seulement si IM > 0 tel que [ f(t)dt < M pour tout [a,b] C I.

Corollaire 7.1. Soit f : I — R une fonction positive, Riemann-intégrable sur tout sous intervalle compact de
1, et supposons que I est un intervalle borné. Si f est bornée, alors f est intégrable.

Démonstration. Comme f est bornée, il existe C' € R tel que
0< fla)<CVxel

Pour tout sous intervalle compact [a, b] de I on a alors que

b b

/f@ﬁ = /Cﬁzow—@

a monotonie a
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Mais [a,b] C I, donc b — a = vol([a, b]) < vol(I) € R car I est borné. Donc V|a, b] compact dans [

b
/f(t)dt < Cvol(I) =M

Donc, depuis le Théoréme 7.1 f est intégrable sur I. O

Exemple 7.1. La fonction f(z) = |sin(log(x))| sur ]0, 1] est intégrable grace au corollaire en effet f est positive,
Riemann-intégrable sur tgout sous intervalle comapct de |0, 1] (parce qu’elle est continue), ]0, 1] est borné et f
est bornée sur |0, 1] car Va €]0,1], f(z) <1

Remarque 7.2. L’énoncé n’est pas vrai si I n’est pas borné. Par exemple, la fonction constamment égale & 1
n’est pas intégrable sur [0, +oo[ méme si elle est bornée.

1
Remarque 7.3. Dans le corollaire la réciproque est fausse. Par exemple la fonction T est intégrale sur
X

l'intervalle borné |0, 1] mais elle n’est pas bornée.

Corollaire 7.2. Soit I C R un intervalle, f : I — R une fonction positive et continue par morceauz sur I. Soit
F : I — R une antidérivée de f sur I alors on a que f est intégrable sur I si et seulement si F' est bornée sur I.

Démonstration. On a que f est continue par morceaux sur I, donc elle est continue par morceaux sur tout
sous-intervalle compact de I, donc f est Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle compact de I. On peut
utilise le théoréme.

b
D’une part (=) supposons que f est intégrable sur I alors le théoréme dit que IM > 0 tel que [ f(t)dt <
a
M V[a,b] C I compact. Choisissons zg € I, le deuxiéme théoréme fondamental du calcul intégral affirme que
Vo eI, [ f(t)dt = F(z) — F(xo).

xo
Et donc si x > zg on a

F(a:) = F(Jio) + /f(t)dt < F(Z‘o) + M

et F(xz) = F(zo) + [ f(t)dt > F,, car f est positive et zo < z. De méme F(zo) — M < F(z) < F(xo)Vx €

0
I,z < xgalorsVx €I ona
F(xg) — M < F(z) < F(zo) + M

donc F' est bornée sur I.
D’autre part (<) F est bornée par M sur I pour tout sous intervale compact [a,b] de I le deuxiéme théoréme
du calcul intégral donne

b
/f(t>dt:F(b)*F(a)§M+M:2M

alors le théorme implique que f est intégrable sur [. O

1
1+ 22

Exemple 7.2. Soit f: R = R, f(z) =




Calcul Intégral Intégrale impropres des fonctions numériques 36

La fonction f est intégrable sur R depuis le corollaire, car une antidérivée de f est F': R — R, F(z) = arctan(x),
qui est borné sur R. Par le premier théoréme fondamental du calcul intégral généralisé, on a que

r—r+00 T—r+o0

/f(t)dt = lim F(z)— lim F(x)
R
=7/2—(—7/2)

Cela peut nous servir a calculer la valeur de 7.

7.1.2 Comparaisons de fonctions positives

Pour des fonctions générales, on ne connait pas une primitive, il peut donc étre plus difficile de déterminer si
elles sont intégrables ou pas sur un intervalle I quelconque. On peut par contre déduire l'intégrabilité d’une
fonction positive en la comparant avec des centres fonctions.

Proposition 7.5. Soit I C R un intervalle, soient f,g: I — R deux fonctions positives sur I et f, g
Démonstration. Comme g est intégrable sur I, le théoréme du cours affirme que IM > 0 tel que [ g(t)dt < M

ab
pour tout sous-intervalle compact [a, b] de I La monotonie de I'intégrale de Riemann sur des intervalles compacts

b b
donne [ f(t)dt = [ g(t)dt < M alors le Théoréme implique que f est intégrable sur I.

a
Soit g € I on a

x—inf([]) x—sup([])

70f(t)dt < 7g(t)dt

et les limites pour x — inf(I) existent des deux cotés et la limite preservant les inégalités

/f@ﬁ: lim 7}@ﬁ+ lim ]fmﬁ (5)
I x xo

Pour tout z € I,x € g on a

Zo

xo
li tdt < 1 t)dt
/ feydt < lim [ g(t)

De méme
xT

x
lim t)dt < lim t)dt
z—rsup(]) f( ) ~ z—sup(I) g( )
xo o

Donc dans I’équation 5 on obtient [ f(¢)dt < [ g(t)dt. Pour le deuxiéme point, on remarque qu’il est I’affirmation
1 T
contraposée de la premiére. O

Corollaire 7.3. Soit I C R un intervalle, f : IR positive et Riemann-intégrable sur tout sous -intervalle

compact de I. Supposons que Ja,b € I,a < b avec

—Veel,z<a f(x) <cig1(z) avec ey ER et g1 : {x € [,x < a} — R intégrable sur {x € [ :x >a} =1

— Vo € I,z > bf(x)legeaga(z) avec co € R et go = {x € I, >b} = I — R intégrable sur I alors f est
intégrable sur I et

b
/f@ﬁg!f@ﬁ+ﬁ / G (B)dt + o / o (t)dt

inf(I),a) [b,sup(1)[

Démonstration. D’apreés la linéarité, c1g; est intégrable sur I; donc la proposition implique que f est intégrable
sur Iy et [ f(t)dt < [ caga(t)dt = [ g1(t)dt de méme f est intégrable sur I
I

I I
I[ s < c [ gy

I
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Donc

o xo b
li tdt= 1 t)dt t)dt
i [roar= s [ was [ o

alors f est intégrable sur I.

/f(t)dt ng /f dt+$Ji$(l)/xf(t)dt

:/f( )dt +  lim /f )dt +  lim /f(t)dt
x—inf (I xz—sup([)
a b

:/bf(t)dt+/f(t)dt+/f(t)dt
a I, Iz

b

< /f(t)dt+clfgl(t)dt+62/g2(t)dt

a 11 12

eft

Exemple 7.3 (Exemple 1). f:[0,+o0[— R, f(t) = I

—t
e

< Mais f et
T+82 — 142 is f

satisfont les hypothéses de la proposition donc f est intégrable et

Sur [0, +o00[, on a et < 1 donc f(t) = sont deux fonctions positives qui

1
1+

1
/ f(@) / T dt lim arctan(z) — lim arctan(z)

r—+00 z—0
(0,00 [0,4-00[

1
Méthode alternative sur [0, +oc[,1 + 2 > 1 donc ]

2 < 1. Donc f(t) < e™* Vt € [0,+00[ comme avant,

comme e~ ! est intégrable sur [0, +oo[ alors f ’est aussi. D’aprés la proposition on a

1il[tn07+oo[f(t)dt < / etdt = lim (—e ') — lim(—e %) =1

T— 00 z—0
[0,+00[
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tan(t
Exemple 7.4 (Exemple 2). f:]0,+oco[— R ou f(¢) = %“/Z()

La fonction est positive sur ]0,+oo[ car ¢ > 0 = arctan(t) > 0 parce que arctan est monotone croissante (sa
dérivée est positive) et t3/2 est positive & ¢ > 0. Si ¢ €]0, 1]

on utilisera le corollaire en prenant a = b = 1.

Oy—o(t? 1
f(t) = af(?tt;gl(t) =t t3/20(t ) - Vi + 010 (V1)

fi) < % + ¢/t sur )0, 1].

1 1
Mais 7 + ¢/t est intégrable sur ]0, 1] par linéarité et — intégrable donc c\/t est intégrable.

Vi Vi

7.1.3 Comparaison a une série

On utilise la théoréme que ’on a développé pour montrer un critére de convergence des séries.

Théoréme 7.2. Soit f : [0, +oo[— R une fonction positive DECROISSANTE et tele que [ est riemann-intégrable
o0

sur tout sous intervalle compact de [0,400[ alors > f(n) converge si et seulement si [ est intégrable sur
n=0

[0, +o00].
POUR DST. On remarque d’abord que Vn € N

fin+1) < f(z) < f(n)
x € [n,n+ 1] car f est décroissante. D’aprés la monotonie de I'intégrale de Riemann on a lors que

n+1 n+1

/jm+ua<7}@ﬁ</fmﬁ

n

n+1

far 1) < [ fwd < fo) ©
n
o0
D’une part (=) supposons que la série converge Y. f(n) = M € R. Pour tout sous-intervalle compact [a, b] de

n=0
[0, 4+00[, on a que Imq,mg € N tels que [a,b] C [mq,ms]

b mo mo mo
/}@ﬁ:/}@ﬁ-/}@ﬁ-/}@ﬁg/f@ﬁ
’ n:n,12—1 n+l n:r;—l b s "

=Y [ < qm s> s =u
n=m n=mi n=0

D’apreés le théoréme de caractérisation de l'intégrabilité des fonctions positives f est intégrable sur [0, 4+o0].
D’autre part (<) supposons maintenant que f est intégrable alors IMO tel que V]a, b] sous intervalle compact
de [0, 4+o00]

b

/j@agM

a

N

La suite (Y. f(n))nen est
n=0
N+1 N
— Croissante : En effet >~ f(n)— Y f(n) = f(IN+1) >0 car f est positive.
n=0 n=0

n

N N N N
— Majorée : gof(n) =f0)+ X f(n) < fO)+ X [ f(t)dt = f(0) +{ f(t)dt < f(0)+ M

n=1 n=1ln—1



Calcul Intégral Intégrale impropres des fonctions numériques 39

n+1
fos < [ f0de< fin) 7)
N
Le théoréme de convergence monotone affirme alors que la suite (> f(n))nen converge donc la série converge.
n=0

O

Théoréme 7.3. Soit f : [0,4+00[— R positive, décroissante et Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle

o0
compact de [0, +00[ alors > f(n) converge si et seulement si f est intégtrable sur [0, +oo|
n=0

o0
1
Exemple 7.5. o« € R, > 0 Pour quelles valeurs de o € R>q la série > — converge 7
= n

n=1
o0 1 oo [0, +00[— R
On peut remarquer que — = — — et appelons f, : 1
nzl n2=:0 (n+1)« fa(z) = @t
—— sur [07+OO[,fa(I’) >0
1 1
— sixy,m9 € [0,400f,z1 S a2 =11+ 1 <22+ 1= (21 4+1)* < (22 +1)* = < =

(w2 +1)* = (21 +1)°
fa(x2) < fo(x1) Donc f, décroissante.
fa est continue, donc intégrable sur tout sous intervalle compact. On peut alors appliquer le théoréme la série

1
converge si et seulement si f, est intégrable sur [0, +oo[. On remarque que fo(z) ~ — donc f, est intégrable
x

si et seulement si o > 1.

o0
Remarque 7.4. On a donc ) —; converge vers un nombre réel. Lequel ?
n=1"T

- oo ]
Remarque 7.5. On peut aussi définir la série ((s) = >, — avec s € C et Re(s) > 1 (la série converge).
nS

n=1
Il existe une fonction méromorphe ¢ défini sur C telle que elle coincide avec ¢ sur {Re(s) > 1}

7.2 Normes et intégrales impropres

Proposition 7.6. lim f(z) =1 € R" < lim fi(z) =1, €R
r—a

T—a
Démonstration. wll)rglo flz) = (l1, -+ ,1,) si et seulement si wh_r)r(ll 1f(x) = (1, - ) |lec =0

lim max |f;(x) = 1;| = 0 (8)
pour tout 2 =1,--- ,non a

0 < |fi(z) — li| < max|fi(x) — ]
donc si I’équation 8 est vraie, liLn I fi(z) —1;]] = 0 donc 1i_r>n f(x) = I; inversement, si liin fi(x) = l; pour tout 4
alors h_r)n [filx) =1;]=0 O

Lemme 7.1. Soit I C R un intervalle et f : I — R™ une fonction Riemann intégrable sur tout intervalle
compact de I alors f est intégrable sur I si et seulement si toutes les composantes de [ sot intégrables sur I

Démonstration. Soit f intégrable sur I si et seulement si hm(l f f(t)dt et hm f(t)dt existent dans R™.
T—rsup

Mais lim f(z) =1 € R" < lim f;(x) =1; € R
z—a T—a

Depuis une proposition du cours [ f(t)dt = (f fi®)de, -, f fn(t)dt

zo

Donc si f est intégrable sur I <  lim f fi(t)dt et hm f fi(t)dt existent, dans R pour tout ¢ =1,--- ,n
z—rsup(]
si et seulement si f; est intégrable sur I pour tout ¢ = 1, ,n.

Inversement si lim f;(x) = [;,Vi alors lim |fi(x) — ;| = 0 & 0 < max|fi(z) — ;| < Y |fi(z) =] & 0 <
r—a r—a i
lim max | fi(w) — | < 3 lim [fi(2) — & = 0 -
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Proposition 7.7. Soit I un intervalle réel, f : I — R™ est Riemann-intégrable et soit || - || une norme de R™.
Alors, si ||f|| est intégrable sur I alors f est intégrable sur I

n/fwwus/wﬂﬂwt
I I

Démonstration. Par équivalence des normes 34 € Ry tel que ||z]| < A| MANQUE Z|f;| qui est intégrable
sur I, f;+]|f:| est intégrable sur I mais f; = (f;+]fi|)—|f:| et donc f; est intégrable par linéarité de l'intégrabilité.
Le lemme implique alors que f est intégrable sur I, toutes ses coordonnées le sont.

Fixons x¢ € I. Soit € > 0 alors Jz1,x2 € I tels que

xo Zo
. €
H/f@ﬁ—mgﬁn/fwﬁH<§
xT T
xro xr
&
— I t)dt —
|- [ ra <
o o

Donc Vy1,y2 € I,inf(I) <y < a1 et 29 < yo < sup(]).

n/f it = |t /f e, i [ 1040
-1t oo Jvas Froms sy, froa- o ]
se+w/ﬂWM+n/f@ﬁn | | |
<eﬁﬂU|W+/WIW

<e+ hm /||f ||dt+ hm /”f )|ldt

fe+/anﬁ

O

Exemple 7.6. f(x) = sin(log(xz)) est intégrable sur ]0, 1] car on a voit bien que |sin(log(z))| est intégrable car
]0,1]. Le théoréme qu’on vient de prouver dit que si MANQUE

Remarque 7.6. La réciproque dans le théoréme précédent est fausse voit par exemple

fm, —l—?o[—) R
iy = 220

La fonction f est intégrable sur [r, +oo[, mais |f| ne l’est pas.
Si f est intégrable sur |7, +o0[

jf(t)dt = / S 4y — [ cos(1/0)]2 _/Icofz(t)dt: —cos(z) 1 _]cotsz(t) "

T ™
s s
. |cos(t) 1 . .y L .
Mais 2 < 7 qu est intégrable sur [, +oo, donc intégrable sur |7, 4+o00[, donc par comparaison et par le
cos(t T cos(t
théoréme, ®) est intégrable sur [, +o0o[ donc lim [ ®) dt existe finie.
12 T—00 1 t2
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Alors [ f(t)dt admet une limite finie quand z — co donc elle est intégrable sur [0, +oo[ En effet, pour n € N

nm ne1 (k+1)m
Jirwa=Y [ sw
™ k=1 km
n_1 (k+1)m
S
k=1 km
(kD)7
RS / (—1)ktsin(t)dt
k=1 km
(k+1)m
n—1
> l 715_1116 / sin(t)dt
L s )
n—1 (_1)k
> 0T D (cos(km) — cos((k + 1)m))
k=1
2¢1 1 IR
- — 3 0
T 1+ k

nm

Donc VM > 0 il existe un intervalle compact [r,nn] tel que [ |f(t)|dt > M. Donc par caractérisation de

T
lintégrabilité d’une fonction positive, |f| n’est pas intégrable sur [m, +-00[.

8 Limites et intégrales

Le but de cette section est de savoir si, donnée un suite de fonctions on a

im [ f()dt = / dimfu(t)de

n— 00
I I

1sur [n,n+ 1]

Pour tout ¢ € [0, +o0[, lim f, = 0 donc
0 autrement n—+00

Exemple 8.1. Soit, pour tout n € N, f,(t) = {

lim f, =0. On a donc
n—oo

n— 00
[0,400[ [0,400]

lim fa(t)dt =lim1=1%0= / Jim ()t

L’égalité n’est pas toujours vraie. Par contre on a un théoréme nous donnant des conditions pour pouvoir finir.

Théoréme 8.1 (convrgence dominée de Lebesgue). Soient I un intervale réel f,f, : I — R™ des fonctions
Riemann-intégrables sur chaque sous intervalle compact de IVl € N.

On suppose qu’il existe une fonction g : I — R intégrable sur I telle que ||fo(t)|] < g(t)) Vt € I (avec || - || une
norme arbitraire de R™). Supposons que ¥t € I, tlggo fiit) = f(t). Alors la fonction f; et f sont intégrable sur I
et on a

ti [ fiwyde = [ riejar
I

I
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Troisiéme partie
Fonction définies par une intégrale

IxJ—>K
(z,t) = f(,1)

I —-K

Remarque 8.1 (But). Soit f : {
x> [, fz,t)dt

. On souhaite étudier F : {

9 Intégrale généralisée dépendant d’un paramétre

Soit I, J deux intervalles réels dans K

Théoréme 9.1. Soit f : I x J — K continue par rapport  chacune de ses variables (ie Vx € It — f(x,t)
continue (Riemann intégrable suffit) sur J et Vt € J,x — f(x,t) continue). On suppose qu’il existe g : J — R
intégrable telle que x € I,Vt € J

|f(z,t)] < g(t) 9)

I —-K
Alors pour tout x € I, t — f(x,t) est intégrable sur J et F : { est continue

x [ f(x,t)dt
Démonstration. La domination implique I'intégrabilité de
t— f(x,t)

Pour montrer que F' est continue en tout a € I, il suffit de montrer. Pour toute suite (x1), d’éléments de I qui
converge vers a, F'(xz1) converge vers F(a).
Ceci est ue conséquence directe du théoréme de convergence dominé pour

In:/]fn(t)dt
avec fi(t) = f(zn,t).

— ngrfoo = ngrfoof(xn,t) = f(a,t) car x — f(x,t) continue.

— @] = |f(zn, 1) < g(t)

D’ou le théoréme de convergence dominée

n—-+oo n—-+o0o

lim F(z,)= lim In:/f(a,t)dt:F(a)

0,+00[. Pour cela il suffit de montrer que I' est continue sur tout intervalle [a,b], 0 < a < b

Théoréme 9.2. Soit f: I x J — K On suppose
— Vx eI, t— f(x,t) est continue (Riemann intégrable suffit)
— [ admet une dérivée partielle par rapport a x, ¥Vt € J

of of ) . .
5 (z,t) — %(a:,t) continue par rapport 4 T et @ té
— Il eziste g : J — R intégrable tel que V(x,t) € I x J, J(x,t)‘ <g(t)
T
Alors

JI—=K
e [, fat)dt

est de classe C* sur I et pour tout x € I,

F'(z)= %(x,t)dt
J
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Démonstration. 11 s’agit & nouveau de justififer un passage a la limite & ’aide du théoréme de convergence
dominée

lim
w—)aF(m)_F(a)—limf f(xat)_f(G/?t)dt
x—a  e—at T —a

Exemple 9.2. On montre ainsi que la fonction I est de classe C! sur |0, +oo[ de dérivée

+oo
IM(z) = /e—t)(lt)g(t))t””*ldt
0

10 Transformée de Fourier et de Laplace

Définition 10.1. Soit f une fonction telle que |f]| est intégrable sur R. On appelle transformée de Fourier de
f lapplication linéaire.

Fifros 10 = o= [ @
R

Remarque 10.1. Si|f| est intégrable, comme |e~" f(z)| = |f(z)| alors [ e~%*¢ f(x)dx converge.
R

Définition 10.2. Soit f une fonction bornée sur R. On appelle transformation de Laplace de f application

+oo

L f e LU)(s) = Fs) = / e f(t)dt

0

Remarque 10.2. Pour f bornée, [t f(t)| < Me5t. Donc L(f) est bien définie.

|[Propriétés de la transformée de Fourier| Soit f tel que |f| est intégrable sur R alors :

— f est bien définie, continue et bornée sur R

— Sizf:x— zf(x) est absolument intégrable alors f est dérivable et (f)' (&) = (—izf)(§)
=1

)
— Si f est dérivable de dérivée f’ absolument intégrable, alors (f/)(§) = i¢ f )
Démonstration. En exercice O
|Propriétés de la transformeée de Laplace| Soit f bornée sur [0, 400 alors,

— L(f) est définie, continue et dérivable sur ]0, +o0]
— Si f est dérivable de dérivée bornée, alors L(f")(s) = sL(f)(s) — f(0)
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