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M1CP3021 Maths algebre II 2018-2019

TD3 : Déterminants - Corrigé exo 9 et 10

Exo 9
1. La fonction ©,, est linéaire puisque, pour f et g dans A,(E), et A€ K, on a

eu(f T+ ')‘9)(371’ reey Q?-,-,,) = (f ¥+ ‘\g) (u(‘tl)r A ,u(:sn)) = f(u(xl)r ity u(z’ﬂ)) + Ag(u(m), LT u(mﬂ))
=Ou(f)(z1,...,2n) + AOu(9)(21, ..., Zp).

Ainsi ©,, est une endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension 1. Sa matrice dans n’importe
quelle base est donc un scalaire, et ©,, est une homothétie :

3N €K, Vf € An(E), Ou(f) = Af. (1)

2. Par contruction, detp est un élément de A, (E). Ainsi, en appliquant la formule (1) avec f = detp,
on obtient

¥(z1,..-,25) € E®, detp(u(z1),...,u(z,)) = Mdetp(z1,...,Zn). (2)
On applique la formule précédente avec z; = e;, et en utilisant que det B(€1,...,en) =1, on trouve
det(u) = detp(u(e1),-.-,u(en)). Par construction, le scalaire A est le rapport de ’homothétie ©,,

il ne dépend pas de la base B.
3. En appliquant la formule précédente, on a
det(uov) = detp(u(v(er)), ..., u(v(e,))),
puis en utilisant (2) avec z; = v(e;) :

detp(u(v(e1)),...,u(v(en))) = detw x detp(v(er),...,v(en)) = detu x detv.

Notons que ©,, 0 ©, est la composée de deux homothéties de rapports respectifs detu et det v,
c’est donc une homothétie de rapport detu x detv. De plus on a, par définition de Oy, que
4 00y = Oyey. Cela conduit également & det(u o v) = detu x detv.

Exo 10

1. Voir cours.

2. Cette écriture n’est qu’une reformulation du produit matriciel AX. On le vérifie en explicitant
A1k

les coefficients : si on note O = : , alors 377 | 2xCj est une colonne dont la i-itme

’ Ank
composante est Y ,_; Txax. Cette somme est bien la i-éme ligne du vecteur AX , par définition du
produit matriciel. Puisque AX = B, on déduit l'identité demandée.

3. Fixons ¢ et plagons le vecteur B & la i-2me position :

n
dets(Cy,...,B,...,Cp) = dets(Cy,..., »  2kCr,...,Cn) = Y zxdets(Ch,...,Ch, ..., Cn)
k=1
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par multilinéarité du déterminant. De plus, dets(Ch,...,Ck,...,Cr) = 0 si k = 4, car la colonne
Cy apparait alors deux fois dans le calcul du déterminant. Ainsi,

dets(C'l, s B .,On,) = x.;detg(Cl, sins Ogys .,Cn) =z;det A,
ce qui prouve les formules de Cramer.

. Pour une matrice M quelconque, Me; est la j-iéme colonne de M. Ainsi, si X vérifie AX = e;, on
a aussi X = A~ le;, et X est la j-itme colonne de A~'. Ainsi, en notant my; le coefficient (i, 7) de
A~1 on a par la question précédente

- detB(Cls---Jej:"'ncn)

e det A :
ol le vecteur e; a été placé en i-itme position. En développant par rapport & cette colonne, on
obtient que detp(C,...,e;,...,Cr) est le cofacteur de la matrice (aj;). Cela prouve que

_ 1
Atz ey fcom(A).

2/2
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M1CP3021 Maths algebre II 2018-2019

TD5 - réduction des endomorphismes bis - Corrigé exo 1

Exercice 1

On suppose que P s'écrit
d

P(X)=> apX*.

k=0
1. Fait en TD.

2. Soit z € ker(P(f)), c’est-a-dire que z vérifie P(f)(z) = 0. On écrit P(X) = ap + XQ(X) o
@ € R[X], et par hypothése sur P, on a ag # 0. Ainsi P(f)(z) = 0 devient
coz+(foQUNE =0 = s=-—(/oQUN)=)=10)

; T - O
ol on a utilisé la linéarité de f et on a posé ¢ = — =L, Ceci prouve que z € Im f.

3. Soit z € ker f vérifiant de plus = # 0. Alors P(f)(z) = 0. Ecrivons P(X) = ap + XQ(X), en
notant que ag = P(0). Ceci conduit &

—aoz = (Q(f) © f)(z) = Q(F)(f(z)) = Q(f)(0) = 0.
Puisque = # 0, on a donc ag = 0.

4. On écrit encore une fois P(X) = ag + XQ(X) ot Q € R[X]. Soit z € E quelconque et y =
P(f)(z) = aoz + f(Q(f)(x)). Alors par hypothdse, y € Im f, or f(Q(f)(z)) € Im f, done, puisque
Im f est un espace vectoriel, on a agz € Im f. Ainsi, si ag # 0, on a montré

Ve E,z€lmf.

ceci contredit Im f # E. Donc ap = 0.
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