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Premiére partie

Rappels d’algébre linéaire

K désigne R ou C. E est un K — ev. I désigne un ensemble (tels que {1,...n}) qui va indexer une famille.

1 Bases et sommes dans un espace vectoriel.

Définition 1. Soit (z;)icr une famille finie de E. On dit que = est une combinaison linéaire (c.l) des z; s’il
existe une famille («;);cr de K tels que z = > ayx;.
i€l
Définition 2. Une famille (x;);c; est libre si pour toute famille (;);er de K, on a > ajx; =0
i€l
= (o; =0,Vi €I).
Une famille non libre est lié. Cela signifie : il existe des «;, non tous nuls, tels que > a;z; = 0.
i€l
Remarque. Toute famille contenant 0 est liée. En effet, si la famille est 4,0, ..., z,, on choisit 0, ..., a;,0, ..., 0

ol a; est quelconque et différent de O et on a bien Y oz; =0xz1+...+a; x0+...+0xz, =0.

Définition 3. Une famille (x;);cs est dite génératrice dans E si tout vecteur x de E est une combinaison
linéaire des x;. Autrement dit Vz € F, 3(a;)ier € K, tels que 7 = 3 a;;.

iel
Remarque. Toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une famille génératrice est

génératrice.

Définition / Proposition 4. Une famille libre et génératrice est appelée une base de E. On a alors :
Vo € B, (a;)ier € K! tel que z = Y a;x;. Les a; sont appelés les coordonnées de = dans la base des (x;)c;.

i€l
La dimension de F est le cardinal de la famille (z;);e;.

Remarque. La dimension de E est différent du degré P et différent de card(ensemble).
La dimension de FE est :

— le plus grand cardinal d’une famille libre.

— le plus petit cardinal d’une famille génératrice.

On admet 'unicité de ce nombre, ainsi que ’existence d’une base dans un espace vectoriel.

Démonstration de ’unicité des coefficients. Soient (a;)icr et (a})ier, deux familles telles que z =
S ax; =) aba. Done Y (ay — f)z; = 0. Donc, puisque (x;);e5 est libre, o; — o) = 0,Vi € I donc o; = o
i€l i€l i€l

Théoréme. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit F une famille de n éléments. Alors : F est libre

& F est une base < F est génératrice dans F.
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Remarque. Si(FE;);—1, ., sont des espaces vectoriels, alors [] E; (Rappel : R> = RxR = {(z,y),z € R,y € R})
i=1

n
par définition {(z1,...,x,), 21 € E1,...,xz, € E,} est un espace vectoriel. De plus, sa dimension est Y dim(E;).

=1
Ainsi dim(R™) = dim(R) + ... + dim(R) = n. On en connait une base : (e, ...e,), ot ¢; = (0,...,0,1,0,...,0).

Exercice. Montrer cela pour deux espaces vectoriels :

dim(E x F) = dim(FE) + dim(F)

Solution. Soit (eq,...,e,) une base de E, et (f1,..., fp) une base de F.
On considére la famille {(eq,0), ..., (ex,0), (0, f1), ..., (0, fp)}. C’est une famille de (n + p) éléments de E x F.

Montrons qu’elle est libre et génératrice.
Libre. Soient (aq, ..., 0y, g1, oo, Ontp) tels que ag(er, 0) + ...+ ap(en, 0) + ant1(0, f1) + ... + @ntp(0, fp) =
0= (:Ll o;e;. ian+ifi) =0.
Générat;urs. S(Z)It x € ExXF.Onlécrit x = (e, f),ote € E, et f € F puisque (e;) et (f;) sont des bases de

(
n p n p p
Eet Fona:e=> aze;et f=5 Bifi- Onaalors (e, f) = O_aues, Y. Bifi) =D ai(eq, 0)+ > 5:(0, fi)
1 1 1 1 1 1
est une combinaison linéaire de la famille ((eq,0), ..., (ex,0), (0, f1), ..., (0, fp)).

Remarque. Une union d’un espace vectoriel n’est pas un espace vectoriel.

1 0
Exemple. Si E = R?, E; = Vect et By = Vect . Alors F7 U E5 n’est pas un espace vectoriel. En
0 1

effet e; + eo ¢ F1 U F> (mais une intersection d’espace vectoriel est un espace vectoriel).

Définition 5. Si (E;);cr sont des sev de E, alors la "somme" Y E; est un sev de F, défini par :
i€l

ZEi = {Zﬂcm (wi)icr € (Ei)iel}
el icl

C’est, I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments des FE;.

De plus on dit que la somme Y F; est directe si Y x; =0 = (x; = 0,Vi € I). On note alors P E;.
i€l i€l il

Exercice. F et G sont en somme directe si et seulement si F NG = {0}.

Démonstration. — = Soit v+ € FNG. Alors = + —x = 0. Or F et G sont en somme directe. Donc
=~~~
er g€
z=0
. Donc F'N G = {0}.
—z=0
fer
— < Soit f € Fet g€ G tels que f+g=0.Donc f =—g. Donc f € g. Or .Donc f=0
FNnG={0}

puis g = —f =0.
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Remarque. Ceci est faux si on a plus de 2 sous espaces vectoriels.

Exemple. E = R2 E; = Vect(e1), B2 = vect(es), et E3 = vect(e; + e3). On a By N Ey N E3 = {0}. Mais
(—e1) + (—e2) + (e1 +e2) = 0.

Définition 6. Soient F' et G des sous espaces vectoriels de F tels que F = F & G. On dit que F et G sont

supplémentaires dans E. On dit aussi que G est un supplémentaire de F dans F.

Définition 7. Soit F' un sous espace vectoriel de E. Soit B une base de E. On dit qu’elle est "adaptée" a F

a F' ¢'il existe une base B’ de F telle que B est de la forme B = (B’ ept1, ..., €n).

1 0 1
Exemple. Si E = R3 et F = plan(0zy) = {(z,y,0),r e R,y e R}. B= |0 |,| 1|, | 1] est adaptée & F.

0 0 1
1 0
Eneffet B = 0|, | 1| est bien une base de F.
0 0
1
0
0
Remarque. On parle de la base canonique R", il s’agit de [ | ,..., | : |, usuellement notée ey, ...., ey.
1
0

Proposition 8. Soient E; des sev de E, et F des familles génératrices de chaque E;. Alors | J F; génére > E;.
icl i€l

Démonstration. Soit x € ) F;. Alors x s’écrit © = ) x;, ou z; € E;. On note F; = (e; j);cz,- Alors puisque

i€l i€l
Fi génére E;, il existe des scalaires (a; j)jez tels que z; = > oy X e; ).
JjE€T:
Onaalorsz =Y z; = > X > «;;.€; ;. Cest bien une combinaison linéaire des (e; ;)icr,jes,, i-e des éléments
i€l i€l jET:
U Fi. O

icl

Proposition 9. Sila somme des E; est directe, et si F; sont des familles libres des F;, alors |J F; est encore
iel
une famille libre.

Démonstration. On note encore F; = (e; ;)je7. On suppose qu'il existe des scalaires («; ;) tels que > oy j.€; 5 =

i,J
0. On pose z; = > «;j.€; ;. Alors Y oy j.€;j = > x; =0. Or z; € E; et les E; sont en somme directe.
J€T: iJ iel
Donc z; = 0,Vi € I , c’est a dire: > «;j.6;; = 0. Or (e;;);eg est libre oy ; = 0,V € J;, ceci étant vrai,
Jj€T:
pour tout ¢ € I on a bien (a;;)icr jes, qui est la famille nulle. O

Corollaire 10. Supposons que (E;) sont des sev en somme directe. Soient B; des bases de chaque F;. Alors
U,es Bi est une base de ©E;.

On dit que cette base est adaptés & la somme ®F;.
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Proposition 11. Soit E; des sev de E. Alors > dim(E;) > dim Y, € i. Si de plus la somme des E; est
i€l i€l
directe, alors c’est une égalité.

Démonstration. Soient B; des bases correspondant aux F;

Z dim(E;) = Z card(B;) = card(U B;)

i€l icl icl

Or |J B; génére > FE;. Donc card(|J B;) > dim(>_ E;). Donc Y dim(E;) > dim(>_ E;). Si de plus, la somme

i€l i€l i€l i€l il

est directe, |J B;, est une base de @ E; d’aprés le corollaire 10. Donc card(|J;c; B;) = dim @, ; E; : on a bien
i€l i€l

égalité. O

Proposition 12. Soit (E;) des sev tels que dim(>_ E;) = > dim(E;). Alors la somme est directe.
iel iel

Démonstration. Soient (z;) Y. avec z; € E; et > x; = 0 chaque vecteur z; est complété en une base B; de
iel i€l

E;. Alors |J B; engendre > E; d’aprés la proposition 8. De plus |JB; a pour cardinal ) dim(FE;) qui vaut

dim(>_ E;), par hypothése. Donc c’est une base par le théoréme de rappel. Or (z;);er est une sous famille de

U B;, donc elle est libre. Or > x; =0, donc z; = 0,Vi € 1. O
i€l

Définition 13. On dit qu’une fonction p € L(FE) est un projecteur lorsque pop = p. On projette sur I'm(p),

parallélement & Ker(p).

Exemple. E =R? E; = Vect(e;) et Ey = Vect(ez). Soit p(x,y) = (2,0). On a vu que p est le projecteur sur
E; parallelement & Es. (vérifier que Eo = Ker(p) et E1 = Im(p)). Soient (E;) des sev en somme directe, tels
que E = @ E;. Alors Vz € E, 3! famille (x;);c; de vecteurs de E; tels que x = Z x;. En effet :
— l’e;eiétence vient du fait que E =Y E; “
— Montrons 'unicité : supposons que x = > x; = >, ou x} et x; sont dans E;. Alors Y (z; — 2f) = 0.
Or z; — 2} € E;, et la somme est directe.l%onc xzei xf, Viel. e

E' — E;
Proposition 14. La fonction p; : " estun projecteur. Il projette sur F;, parallélement & U#i E;.
T = T;
/
piop; =0
De plus, i # i’ = o
>ierpi =1d

Démonstration. p;op;(z) = p;(z;). Or z; s’écrit bien z; = 0+...42;+...40. Donc p;(z;) = x;. Ainsi pop(z) = p(x)
et p est un projecteur. Par définition, Im(p;) C E;, car p;(x) = x; € E;. De plus, soit y € FE;, alors p;(y) = y.
Donc y € Im(p;). Ainsi, p; = E;. Soient i # i’ deux indices. On a E} C |, E; = Ker(p;). Or pi(z) € Ej.

Donc p;(pi(x)) = 0. Donc p;op; =0.Onax =Y x; = > pi(x) =( Y (z). Donc }_ P, = Id. O
iel i€l i€lp; el

2 Applications linéaires.

L(E,F) désigne I’ensemble des applications linéaires de E dans F'. C’est un ev de dimension dim(E) x dim(F).
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2.1 Rang.

Soit u € L(E, F). On rappelle que Ker(u) = {0} < u est injective. Im(u) = F < u est surjective.

Définition 1. On définit le rang de u : rg(u) = dim(Im(u)).

Théoréme I.2. 1. Soit u € L(E, F), et soit E’ tel que E = E' ® Ker(u). Alors v’ définit par v’ : B/ —

Im(u) et  — u(x) est un isomorphisme.

2. dim(Ker(U)) +rg(U) = dim(E)

Rappel. Un isomorphisme est une application linéaire bijectif.

Démonstration. v’ est clairement linéaire, & valeurs dans I'm(u), car u l’est. De plus montrons que :
— wu est injectif. Soit € E’ tel que u/(x) = 0. Alors u(x) = 0. Donc z € Ker(u). Donc x € KeruN E’. Or
la somme est directe donc x = 0.
— u est surjectif dans I'm(u). Soit y € I'm(u). Alors 3z € F tel que y = u(z). Or E = E' @ Ker(u). Donc
on écrit x = 2’ +t avec 2’ € F'|t € Ker(u) et u(z) = u(z' +t) = u(z’) + u(t) = u(z’) caar t € Ker(u).
Ainsi v’ est surjectif.
Donc u’ est bijective. Montrons 2) : puisque «’ est un isomorphisme, dim(E') = dim(Im(u)). Or dim(E') +
dim(Ker(u)) = dim(E). Ainsi dim(E) — dim(Ker(u)) = rg(u).

On peut retenir de 1) : "tout supplméentaire de Ker(u) est isomorphe a I'm(u)." O

Corrolaire 3. Si dim(E) = dim(F), alors u surjective est équivalent & u injective donc u est bijective.

Démonstration. Si u est injective, alors Ker(u) = {0}, et par le théoréme du rang, rg(u) = dim(F). Or
dim(E) = dim(F). Donc rg(U) = dim(F') et Im(u) C F = Im(u) = F. Donc u est surjective. Réciproquement,

si u est surjective, rg(u) = F, et dim(Ker(u) = 0 par le théoréme du rang. Donc Ker(u) = {0} et u injective. [

Remarque. On a utilis¢ F C FE et dim(F) =dim(E) = F = E et dim(F) =0= F = {0}

Application du corollaire. (traité en TD)
— par 2 points passe une droite.
— par 3 points passe un polynome de degrés 2.

— par n points passe un polynoéme de degrés n — 1. C’est le polynoéme interpolateur de Lagrange.

2.2 Dualité.

Définition 4. On appelle forme linéaire toute application linéaire de E dans K. On note E* I’ensemble des

formes linéaires de E. On 'appelle le dual de E.
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EF—-R

Exemple. Si E = C%([a,b]), alors ¢ , est une forme linéaire.
fr fa f(x)dx
Démonstration. (A savoir.) ¢ est bien & valeurs dans K. De plus ¢(f1 + Af2) = f:(fl + Afo)(x)dx = f; filx)+
Mo(@)de = [P fi(@)de + A [7 fo(@)de = ¢(f1) + Ad(f2). Donc ¢ est linéaire. O
RZ -5 R
Exemple. P; : est une forme linéaire. C’est un cas particulier d’un exemple fondamental :
(z,y) =@

n

Soit E un espace vectoriel muni d’une base (ey,...,e,) pour € E,x s'écrit x = ) x;e;, ot x; € K sont les
i=1

coordonnées. On pose e (z) = x;. Alors e} est un élément de E*.

Exercice. Vérifier que €] est linéaire.

Théoréme 1.5. Soit E un espace vectoriel muni d’une base (eq, ..., e,,). Alors E* est un espace vectoriel, et une

base est (e}, ...,ek). ainsi, dim(E*) = dim(FE)

- €

Démonstration. (A savoir.) On a que E* = L(E,K), est donc un espace vectoriel. On calcule d’abord e} (e;) :
1sii = j 1sii=j

Onaej =0 +..+1l.ej + ...+ 0.e,. Alnsi €] (e;) = . On note cela 0;; := (symbole
Osinon Osinon

de Fronecker).

n - ~
Soit ¢ € E*. On va montrer que ¢ = Y ¢(e;)e;. Appelons ¢ cette derniére somme. Calculons ¢(e;) :
i=1

Plej) = Zd)(ei)ef(eg‘) = ¢(er)ei(e)) + ... + dlen)en(e5) = dlej)ef(e;) = d(e;s)

. On a utilisé e} (e;) = d;;.

On a utilisé que dans la somme, tous les termes disparaissent sauf 1. (le j-éme). ainsi on a ¢(e;) = ¢(e;),Vj €
{1,...,n}. Donc ¢ et ¢ coincident sur une base de E. Donc ¢ = ¢ = zn: ¢(ei)e;. Donc (€ )i=1,...n est une famille
génératrice de E*. =

Montrons que c’est une famille libre :

n
Soit (cv)i=1,...,» des scalaires tel que > a;ef = 0 (application linéaire nulle). On évolue cela en e;. On a donc
i=1

n
> azef(ej) = 0. Donc a; = 0, et ce pour tout j. Donc la famille est libre. On déduit donc que (€]);=1,..., est
i=1

une base de E*, et donc dim(E*) =n = dim(E). O

Théoréme I.6. Soit F un espace vectoriel de dimension n. Soit ¢ € E* \ {0} (i.e ¢ € E* et ¢ # 0). Alors

Ker(¢) est de dimension n — 1. On dit que c’est un hyperplan de E.

Remarque. La réciproque est vraie (tout hyperplan est le noyau d’une forme linéaire).

Démonstration. (A savoir.) On applique le théoréme du rang : dim(Ker(¢)) + dim(Im(¢$)) = dim(E) = n. Or
¢ € L(E,K). Donc I'm(¢) C K. Or les sev de K sont {0} et K. Si Im(¢) = {0}, alors ¢ = 0. Or ¢ # 0. Donc
Im(¢) =K, et rg(¢) = 1. Donc dim Ker(¢) =n — 1. O
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2.3 Traces.

Définition / Proposition 7. Soit v € L(E). Soit B une base de E et A = Matg(u). On note (a;;) ses

n
coefficients. alors le nombre > a;; ne dépend que de u, et pas du choix de B. On 'appelle la trace de u. On note
i=1

n FE—K
tr(u) =tr(A) = > ay. De plus , tr(AB) = tr(BA), et Iapplication ¢r : est une forme linéaire.
=1 u — tr(u)

Démonstration. Commengons par montrer que tr(AB) = tr(BA). Soit C = AB et D = BA. Notons (Cj;) les

coefficients de C. Alors Cy; = ) ajxbrj. De méme, Dy; = 3 bipay,. ainsi tr(AB) = > Ciy = > > amby
k=1 k=1 i=1 i=1 k=1

et tr(BA) = > > bixagi = > Y agibig. Ainsi tr(BA) = > agibik = Y. D apgbgp €t tr(AB) =

i=1k=1 i=1k=1 k=11i=1 p=1g=1

3

n n
Zl 21 apgbgp- Donc ces 2 sommes sont égales.
p=1q=

Soit B une matrice de u, dans une base B’. Alors B = P~'AP, ou P est la matrice de changement de base
(A et B sont semblables). On a alors tr(B) = tr(P~AP) = tr(P~! x (PA)) = tr(IA) = tr(A). Ainsi tr(u) ne
dépend pas du choix de la base. Puisque tr(A 4+ AB) = tr(A) + \tr(B), c’est clairement une forme linéaire. [

3 Matrices par blocs et sev stables.

3.1 Regles absolues.

Rappel Pour multiplier 2 matrices A et B, le nombre de colonnes de A doit étre le nombre de lignes de B (pour

faire AB). Autrement dit : A € M, et B € M, ,, alors AB € M,,. On peut découper une matrices par blocs :
A o Asg

Al ¢ ... 1 | ouAsont des "sans matrices" (au des blocs), avec AjBMy, .0 = {1,...,t}etj € {1,...,s}
Ap o Ass

t s
etsiAe My,,ona ) nj=net ) pj=p.
i=1 Jj=1

Exemple. Soit X € M,,1(K) et Y € M, 1(K). Alors (X,Y) € M,4,1(K) et (X,Y) n’a aucun sens.

Manipulations. On peut additionner des matrices par blocs (si les blocs sont compatibles) : An A
A1 Az
Bii Biz|  [Aun+ABn
By Baa -
A A Bi1 B Ay1.B11 + Agz. A

On peut aussi les multiplier : . =
A21 AQQ B21 B22

On peut aussi les transposer : Si A € M,, ;,, a pour coefficient les (a;;,_, L alors 'A est une matrice

..... net j=1,...,
de Ly, de coefficients (a;;).
t t
: [ A A A "Ax
Pour une matrice par blocs : =
t t
A1 Az Ap tAg
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3.2 Matrices "creuses" et bien avec les sev stables.

A A
Définition 1. Une matrice est dite triangulaire par blocs supérieurs si elle est de la forme. M tn
0 e Anm

Remarque. Une matrice triangulaire est triangulaire par blocs (ils sont de taille 1), la réciproque est fausse.

A11 0
0 Anm

Définition 1 bis. O définit de méme les matrices diagonales par blocs, elles sont de la forme

Les blocs peuvent étre de tailles différentes.

Proposition 2. Les matrices triangulaires par blocs supérieurs et inférieurs et diagonales sont 3 sous ensembles

stables par combinaison linéaire (ce sont des ev de M,,(K)) qui sont stables par produit.

Démonstration. Par le calcul, identique aux preuves de stabilité pour les matrices triangulaires et diagonales.

All cee AlS Bll cee BlS AllBll A11B12 + AlgBQQ
= 0 AQQBQQ . . O
0 AS’S 0 BSS 0 ASSBSS

Rappel. A est inversible si et seulement si 3B € M,,(K) tel que AB = BA = I,,. On note B = A~!. On note

GL,(K) ’ensemble des matrices inversibles.

Proposition 3. Soit A une matrice diagonales par blocs ou triangulaires par blocs telle que les blocs diagonaux
-1

Ay ... 0 A ... 0
sont inversibles. Alors cette matrice est inversible, de plus : ) ) = ) ) et
0 ... Agg 0 ce. AE;
-1
Ay A
Ay . 0 AL .0 A AT 0
Démonstration. Pour les matrices diagonales on vérifie que =
0 ... Ass 0 ... Ags 0 . AggA
I, 0
= I,. La preuve pour les matrices triangulaires est plus dure. On verra une preuve rapide
0 I
avec le déterminant. O

Définition 4. Soit U € L(FE), et soit F' C E un sev de E. On dit que F est stable par U si U(F) C F. On a

alors que U|p, la restriction de U a F, est un endomorphisme de F'.

Remarque. F stable par U & Va € Fu(z) € F
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Notation. Si f : E — F est une fonction, et si A C E est un sous ensemble de E. Alors f4, désigne la

A—F
restriction de f & A. On la définit par f4

x — f(x)

Proposition 5. Pour que F sait stable par u, il faut et il suffit qu’il existe une base B = (ey,...,e,) telle

B
que (e1,...,ep) est une base de F' (donc B est adaptée a F), telle que Matp(u) et de la forme , oll

0 C
A, B,C,0 sont des blocs.

Démonstration. Supposons F' stable par U. Soit (ei,...,e,) une base de F', que 'on compléte en une base
(e1,.es€p, ...yep) de E. On décompose u(er) dans la base : on sait que si i < p,u(e;) € F (car F est stable).

Donc il existe des nombres (a;;);=1,..., tels que u(e;) = age1 + ... + appep = ainer + ...+ ajpep +0epr1 + ... + 0y,

Ainsi, si B = (eq,...,e,), la i-éme colonne de Matg(u) est donnée par les coefficients de u(e;) , dans B.
Autrement, la i-éme colonne, pour i < e est (au‘ cooap; 0L 0). Donc Matg(u) est de la forme :
all c.. Q1p
ap1 App
o ... O
0o ... O
P
Supposons que Matg(u) est de cette forme , oit B = (e1, ..., €p, ...,en). Soit & € F. Alors x s’écrit = > x;e;,
i=1
P
puisque (eq, ...,ep) est une base de F, ou (z;) sont des scalaires. On a alors u(z) = Y z;u(e;), or u(e;) =
i=1
aiie1 + ... + apiep + 0eptr1 + ... + Oeyy, pour ¢ < p. Donc u(e;) € F pour i < p. Donc u(z) € F. O

Remarque. A est en fait Mat,, . (U‘F).

€p

.....

S
Proposition 5 bis. Soient (E;);—1 .. s des sev stables par u, tels que E = € E;. Alors dans une base adaptée
i=1

a cette somme, le matrice de u est diagonale par blocs. De plus, si (B;) sont les bases des F;, et que B = Ule B;,

A 0
alors Matg(u) = , ot A; = Matp, (ug,).
0 A,
Démonstration. Adaptée depuis P5. O
R3 — R3
Exemple. Soit u : Soit B = (e1, e2,€3) la base canonique de R3. Alors Matg(u) =

(f,y, Z) - (—y,x, Z)

0 -1 0

1 0 0| Donc vect(eq,es) et vect(ez) sont stables et U restreint & E; a pour matrice " |. En effet
1 0

0 0 1

E; = (Ozy) et Es = (Oz) sont biens stables par cette relation.
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Deuxiéme partie
Déterminants

1 Déterminants d’une famille de vecteur.

Définition 1. Une fonction n-linéaire est une fonction f = E™ — K, qui est de plus linéaire par rapport a

si on fixe j , alors z; — f(z1,...,;,...,2,) est linéaire

chaque variable. Cela veut dire que V(z;)i=1,...n € E7,
si on fixe (z1,...,%5-1,Tj41,...,2n)E = K
R” x R™ - R
Exemple. La fonction est 2-linéaire (on dit "bilinéaire"). En effet on fixe © € R™, alors
(z,y) = .y

f(@,y1+Aye) = 2.(y1 +Ay2) = 2y1 + A2y = f(z,y1) + A f(2,92). De méme on fixe y € R", alors f(z1+Ava,y) =
y(z1 + Axe) = yx1 + Ayxe = f(z1,y) + Af(22,9).

Définition 1 bis. Une forme n-linéaire est alternée si : (i # j et x; = x;) = f(21,...,Ti, ...y J, .. Tp) = 0
(c’est a dire je répéte 2 fois le méme vecteur ce qui implique que f vaut 0). On note A,,(E) les formes n-linéaires

alternées sur F.

Proposition 2. Si f € A,(F), et si (21, ...,z,) est liée, alors f(z1,...,2,) = 0.

n

Démonstration. On suppose que (1, ..., &y) est liée. Donc 3(a;)i=1,... »n des scalaires tel que > a;z; =0, et Jigp
i=1

tel que oy, # 0 (car les scalaires sont non tous nuls).

1 1
S aixi. Done f(21, ey @n) = f(@1, 00, —— D gy ey Ty) = — Y
Qig iz£ig Q0 i, i#ig Mg
linéarité de f par rapport a la variable ig. Or f(x1,...,2;,...,x,) = 0, car x; est aux places i et iy, donc on utilise

o
Donc z;, = — .

flx1, 24, ..., zy), par

que f est alternée. O

Théoréme II.3. Soit E un espace vectoriel de dim(n). Alors A, (E) est un espace vectoriel de dim(1). Si
B = (ey,...,en) est une base de E, alors il existe une unique fonction dans A, (E), notée detp, telle que

detg(e, ..., en) = 1. On Pappelle le déterminant dans la base B.

Démonstration. Admise. O

Proposition 4. Soit f € A, (F). Alors f = f(e, ..., e,) Xdet g. En particulier, detg: = detp: (e, ..., e,) X det g/

ol B’ est une autre base de E.

Démonstration. Puisque A, (E) est de dimension , tous ses éléments sont colinéaires. Ainsi, I\ € K, f = Adet .
On évalue celaen ey, ..., e, : f(e1,...,e,) = Adetg(eq, ..., e,). Donc on a la valeur de \. La deuxiéme égalité n’est

autre que la premiére avec f = detp. O
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Proposition 5. Une famille (21, ..., z,) est liée si et seulement si detp(x1, ..., 2,,) = 0. De plus, si B et B’ sont

2 bases de E, alors detp(B’) x detp/(B) = 1.

Démonstration. On commence par montrer la formule. On évolue la deuxiéme égalité de P4 en B’ : detp (B') =
detp(B) x detp(B'). Maintenant supposons que (21, ..., Z,) est libre, donc c’est une base car dim(E) = n. On

la note B’. La formule montre que detg(B’) # 0. La réciproque est la contraposée de P2. O

Proposition 6. On a les effets suivants pour le detp. Soit (x4, ..., 2,) des vecteurs de E, alors :
— Effet des "transvections" : detp(z1,..., T, ..., Tn) = detg(x1, ..., Tj + Y N4y .oey Tn)-
i#£]
— Effet des "dilatations" : VA € K, detg(z1, ..., \zi, ..., &) = Adet(zq, ..., zp)

— Effets des "permutations" Vi # j, f(z1,...,%i, &5, ... tn) = —f(T1, 00, T, o0, Tiy ooy Thy)

Preuve. Les effets de transvection et dilatation se déduisent directement de f € A, (E). Pour la permutation

flr, s +xj, 2 + x5, .., x) = 0 car f est alternée. f(z1,..., 24, ..., + 5, ..., Tn) + f21, .0y zj, o, 2 +

Tjy ooy ) = F(T1y ey Ty oy Tiy ooy T)FF (1, oy Ty ooy Ty ooy T ) F (X1, 0, @y o, Ty ooy X)) Hf (X1, 2 T,

2 Déterminant d’un endomorphisme.

Proposition 1. Soit v € L(E). Soit B une base de E. alors detp(u(ey), ..., u(e,)) ne dépend plus de B. On
appelle det(u) cette valeur. On a de plus, pour toute famille (x1,...,2,), detg(u(xy),...,u(z,)) = (det(u)) x

detg(z1, ..., Tp)

Démonstration. Voir travaux dirigés. O

Théoréme II.2. Soient u et v dans L(E). Alors det(uov) = det(u) x det(v)

Preuve. Soit B une base, alors det(uov) = detg((uov)(e1),...., (uov)(ey)). On appelle 1 = v(ey),...,x, =

v(en) et on applique P1. det(uov) = det(u) x detg (1, ..., xn) = det(u) x detg(v(er), ...,v(en))

Proposition 3. Soit v € L(E). Alors u est inversible si et seulement si det(u) # 0. On a alors det(u~1)

1
. De plus det(Id) = 1.
det () e plus det(Id)
Démonstration. det(Ip) = detp(Ip(e1),....,Ip(en)) = detp(ey,...,e,) = 1 par définition. Soit u € L(E), alors
1
det(uou=1) = det(u) x det(u=') = det(Ip) = 1 Donc det(u) # 0 et det(u™! = det ()

Supposons maintenant que det(u) # 0. Soit B une base de E, alors detp(u(ey),...,u(ey)) # 0 Donc par I-P3,

(u(e1), ..., u(en)) est libre. Or dim(E) = n. Donc c’est une base Donc elle est bijective. O

Proposition 4. Soit u € L(FE), et A € K. Alors det(Au) = A" X det(u) ou n = dim(FE)

Démonstration. (A savoir.) Soit B = (e, ..., e,,) une base de E. Alors det(Au) = detp((Au)(e1), ..., (Au)(en)) =
detg(Mu(er), ..., Au(e,) = Adetg(u(er), Au(ea), ..., \u(en)) = ... = \"detg(u(e), ..., u(e,)) = A"det(u) O

s Tn)-
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3 Déterminant d’une matrice.

Définition. Soit A € M,,(K) une matrice. On note ¢; ses colonnes. On les identifie & des vecteurs de K".

Soit B = (ey, ..., ) la base canonique de K™. Alors on pose det(A) = detp(cy, ..., Cn)

Proposition 2. Soit u € L(E) alors det(u) est aussi le déterminant de n’importe qu’elle matrice représentant

u, dans une base quelconque. Autrement dit : 2 matrices semblables ont le méme déterminant.

Démonstration. voir TD O

Corollaire 3. On a det(I,) = IVA € M, (K),VX € K,det(ANA) = A\"det(A),det(AB) = det(A).det(B), A €

C1,(K) < (det(A)) # 0, et alors det(A)~* = detl(A)

Démonstration. On utilise P2. I, est la matrice de I'identité das n’importe quelle base donc det(1,,) = det(I4) =
1. Si A représente U dans la base canonique alors A\A représente Au. Si A représente u dans la base canonique
et si B représente v dans la base canonique alors AB représente uov. Si A représente u dans la base canonique,

alors A~! représente u !, O

Remarque. det(A+ B) # det(A) + det(B)

Proposition 4. (matrice diagonale)

di ... 0
Soit D = | : : | une matrice diagonale. Alors det(D) = [ d; = dy....dp,.
i=1
0 ... d,
0
Démonstration. D a pour colonnes dieq,...,dye, ot ¢; = | 1| a la i-éme place. Le i — me vecteur de la base
0
canonique de K”. Donc par D1, det(D) = detp(diey,...,dnen) = didetp(er,daes, ...;dpe,) = ... = (dy...dp) X
detg(eq, ..., en). O

4 Action sur les lignes - colonnes

Soit A une matrice dont on note (C;) les colonnes. Alors :
— Remplacer ¢; par Z Aic; ne change pas det(A) (transvecteurs.)
— Remplacer ¢; par 1)\7503] change det(A) en Mdet(A) (dilatations.)
— Echanger ¢; et ¢; change det(A) en —det(A) (permutations.)

Théoréme II.5. Soit T' = (t;;) une matrice triangulaire supérieure. Alors det(T') = [[;_; tii
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Démonstration. (& savoir.) On distingue 2 cas : Si un des ¢;; vaut 0.

— Si c’est 11, alors ¢; =0, et (c1, ..., ¢,) est lié, donc detg (e, ...,c,) = 0, ot B est la base canonique.

— Sic’est t;; aveci > 2 c’est a dire que T = o " |. Alors on remarque que (ci, ..., ¢i—1) =

0 0
t11 ti2
0 tao
est une famille échelonnée, donc elle est libre.
0 ti—1i—1...

0 0 0 0

130

ti1i
Donc vect(cy, ..., c;—1) = vect(ey, ...,e;—1). Or ¢; = 0 € vect(ey, ...,e;-1). Donc (c1, ..., ¢;) est liée.
0

Donc (cq, ..., ¢p,) est liée en tant que sur famille donc det(T') = detg(cy, ..., ) = 0.

. t1; . )
— Si aucun des t;; ne vaut 0. On remplace c¢; par ¢; — t—lcl, et ce pour i de 2 & n. On commence par i = 2 :
11

t11
ta2 0 a2
t t
onnotec’Q:chﬁclz 0|22 =10
11 ' 11
0
0 0
t1; t11 0
0 tai
. , 3% tii tyi | - : o s
De méme : ¢; = ¢; — —c1 = - — = . Ainsi ces opérations transforment 7" en
(351 0 tin | tis
0
0 0
t1n 0 0
0tz ... . . . . ;o te, .
T, = _ ] ~ |- On réitére Popération pour 7 > 3, on fait ¢; <> ¢; — t—cz. On continue, en
: : T 22
0 O
ti1 O 0
. . tji . - 0t 0
faisant pour ¢ > j + 1, ¢;  ¢; — ——c;. Au final, on obtient la matrice T =
Lii 0 ... . 0
0 0 ... tun

n
Cette matrice diagonale a pour déterminant [] ¢;; par P4, de plus sont déterminant et le méme que le
i=1
déterminant de T, car elle a été obtenue par des transvections.
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Remarque. Un corollaire de la preuve est "par une série de transvections, on peut transformer une matrice

y+ax=-3 y+x=-3
triangulaire e une matrice diagonale". Sur les systémes échelonnés ou . Si l'on
2y —6x =2 y=-—7
. 1 1 x -3 11 x -3 .
les note sous forme matriciel : S; : = , 95 = . Sy est dites
-6 2/ \y 2 0 1/ \y -7

échelonné. On dit aussi que des vecteurs sont "échelonnés" si ils sont de la forme. Avec a;; # 0Vi. Alors :

Vi€ {1,...,n},vect(cy, ..., c;) = vect(eq, ..., e,.

Exemple. wvect(cy,co),vect(arier,aiser +asses) = vect(ayierr, ca — %?Cl) = vect(ajre1, ajaes) = vect(eg, es).
La matrice donnée par les (¢;) est triangulaire. Un systéme linéaire associé se résout facilement " de proche en

proche".

Théoréme IIL.6. Soit A € M, (K). Alors det(A) = det( ' A).
Démonstration. admis O

Conséquence : toutes les opérations sur les colonnes sont valables sur les lignes. On parle d’opérations lignes

colonnes. On les fait, les une aprés les autres.

Définition 7. On appelle mineur (7, j) d’une matrice A, le déterminant de la matrice obtenue en rayant la
iéme ligne et la jéme colonne. On la note m;;. Le cofacteur (i, j) vaut alors (—1)**9m;; (on la note ici 4;;). On

note aussi M;; la matrice mineur (3, j).

1 2 0
1 2
Exemple. Si A= |0 1 —1]. Alors M3 = , et mog = det(Ma3) = 1 x3—-2x2 = —1cet
2 3
2 3 4

A23 = (—1) X (—1) =1

n

Théoréme II.8. Soit A € M, (K). Soit j entre 1 et n, fixé. Alors det(4) = ) a;;A;j, ou (a;;) sont les
i=1

coefficients de A, et A; ses cofacteurs. On peut aussi fixer 7 entre 1 et n on a :

n
det(A) = Zaiinj
j=1
Démonstration. Soient (c;) les colonnes de A, A;; les cofacteurs. On commence par montrer :

det [Cl,...,6i7...7Cn] :Aij
~—_——

matrice obtenue en plagant e; & la j—me colone de A

a1 aij—1 0 aij41 ... ain

En effet, cette matrice est

Anl 0 cee Qpn
On permute la j — me colonne et la (j — 1)me, puis on recommence. On trouve que ce déterminant vaut :
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0
1 a0 ... ¢j—1 ¢ ...oc :
det ' Jmt T " % (—1)i.
0
0
a1j
n n
det(A) = detg(ci,... Y aij€s,....cn) eneffet, ¢; = | ... | = > ajje;. Par linéarité du déterminant : det(A) =
i=1 i=1
Gpnj

n
> ajjdetg(ct, ..., €, ..., ¢,). On peut de méme développer par rapport & une ligne grace a det(A) = det(*A). O
i=1

5 Quelques calculs de déterminant

5.1 Développements.

Pour les petites dimensions :

n=1.ici, A=a € R. On a det(a) = adet(1). Or 1 est la base canonique de R. Donc det(a) = a.
a

b
n=2. ona = (=)*taxd+ (=1)'*2b x ¢ = ad — be.
c d

a b c

n = 3. on utilise la régle de Sarrus |d e f| = aei +dhc+ gbf — ceg — fha —ibd

g h 1
n > 4. pas de régle pour calculer, chercher & repérer une ligne (ou une colonne) avec des 0.Soit A =
1 2 3 4
5 0 6
5 0 6 0
. On développe par rapport & la 4éme colonne : det(A) = (=1)° x4x |1 —1 1 |+
1 -1 1 0
2 0 1
2 0 1 -3
1 2 3
(D% (=3) x5 0 6
1 -1 1

a b
Exercice. Soient a et b deux réels , et D(a,b) =
b ... a

a+(n—1>b b : b

1. Remplacer ¢; par ¢1 + > ¢; : D(a,b) = ¢
i>2

a+(n—-10>b b ... a
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2. Par une opération sur les lignes faire apparaitre (1,0,...,0) sur la premiére colonne : On a donc par

A 1
dilatation : On pose A = (n — )b +a. D(a,b) = |: ¢, ... O, =A: ¢ ... ¢, =@m—=1)b+
A 1
1 b b
a b
al: . |.Ontait fait Ly = Ly — L1, et Ly = Ly — L1, ..., Ly = Ly, — L,. Ainsi
b
1 a
1 b b
0 a—0» 0 0
0 0 a—b 0 0
Db =Xy o as 0
0 0
a—b

3. En déduire D(a,b) : On développe par rapport a la premiére colonne : D(a,b) = A x 1 x (—1)? x
a—b ... 0
=(a+ (n—1)b)(a—b)" L
0 ... a—b

0 0 2
Remarque. Ne pas toujours forcer sur Sarrus, par exemple : [3 4 2|. On développe par rapport a la lére
1 1 6
3 4

ligne : d = 0A1; + 0410 +2 x Ajz3 =2 x (—1)1F3 = —14.
1 -1

La somme des coefficients par colonnes vaut la méme chose sur chaque ligne. Avec un méme coefficient sur une

colonne, on fait apparaitre des 0.

5.2 Calculs par blocs.

Proposition 1. On a pour des matrices triangulaires par blocs la régle suivante

A B
det = det(A) x det(C)
0 C
A B I, 0O A B
Démonstration. On décompose la matrice : = . Ici n = taille de A et P = taille
0 C 0 ¢ 0 I,

I, 0 I, 0 A B
de C. Or det = .. = det(C). De méme, det = det(A). On conclue avec

0 C o ¢ 0 Ip
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det(PQ) = det(P) x det(Q) O
A B A B

Remarque. Si est une matrice par blocs, # det(A)det(B) — det(B)det(C).
C D C D

6 Applications

6.1 Formules de Cramer.

1121 + ... +a1pTp = by
Soit A € M, ,(K), et B € M, 1(K). On cherche & résoudre ¢ . . Cela se réécrit
Ap1%1 + oo + AppTp = by,
AX =Bou X = (z1,...,xp) € My 1 est la nouvelle inconnue.
Soit u application associé & A dans la base canonique de R", soit b le vecteur de R™ associé & B dans la base
canonique de R™ et x le vecteur de R™ associé & X dans la base canonique de R™. Alors AX = B < u(z) = b.

Ainsi résoudre AX = B, c’est a dire trouver u~'({b}).
Définition 1. On dit que le systéme est "de Cramer" si p = n, et que det(A4) # 0.

Proposition 2. Soit AX = B un systéme de Cramer. Alors il admet une unique une unique solution, qui est
Tq

donnée par : X = | * | ou
In

ail N b1 AT

Api  --. by ... apn

Démonstration. Puisque det(A) # 0, det(u) # 0 aussi, et u est bijective, donc ’équation u(x) = b admet une

unique solution. Le reste de la preuve est admise O

Corollaire 3. Soit A tel que A € GL,(K). Alors A=t = tcom(A) est la matrice des cofacteurs.

det(A)

Démonstration. Voir TD. O

Remarque. Cela permet de calculer A~! en dimension 3, mais en dimension supérieur & 4, cela donne de

gros calculs.
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6.2 Déterminant de Vandermonde.

Soient (1, ..., z,) des réels. On appelle déterminant de Vandermonde :

Théoréme I1.4. On a

Démonstration. Admis



Algébre Réduction des endomorphismes (et de leurs matrices) 20

Troisiéme partie

Réduction des endomorphismes (et de leurs

matrices)

1 Valeurs propres et vecteurs propres

Ici E désigne un espace vectoriel et f € L(E).

Définition 1. Soit A € K, on dit que A est une valeur propre (notée vp) de f si il existe £ € E non nul tel
que f(xz) = Az. On dit que x € E est vecteur propre de f si  # 0 et si A € K tel que f(z) = Az.

L’ensemble des valeurs propre de f est le spectre de f, noté sp(f), c’est un sous ensemble de K.

Définition 1 bis. Soit A € M,,(K). De méme : X\ est valeur propre de A si 3X # 0 tel que AX = \X, ou
X € R" et X est vecteur propre de A si X # 0 et I\ € K tel queAX = X X.

Remarque. Soit f € L(E), ot dim(E) = n. Soit B une base de E et A = matp(f). Alors A est valeur
propre de f donc A est valeur propre de A. De plus z est valeur propre de f donc X est valeur propre de A ou

X =matg(n).

Proposition 2. Soit f € L(FE) et E un espace vectoriel de dimension finie (n = dim(E)). A € sp(f) & f— A4
est non injectif & Ker(f — Alg) # {0} & rg(f — Aly) < n.

Proposition 2 bis. Soit A € M, (K). Alors A € sp(A) & Ker(A—\,) # {0} & A— )\, ¢ GL,(K) &
rg(A—Al,) <n.
En particulier : A € GL,(K) < 0 ¢ sp(A).

Démonstration. Soit A € sp(f). Donc dx # 0 dans E tel que f(x)—Az. Donc (f—Al;)(x) = 0. Donc x € Ker(f—
Alg). Donc Ker(f —Mlg) # {0} et f — Al est non injectif. La réciproque est vraie si Ker(f—Al4) # {0},3x #0

. = M)(z) =0 flx) = Az . :
dans Ker(f — Aly), i.e = < A € sp(f) puisque dim(E) < +oo, f — Ay
x#0 x#0
non injectif c’est a dire f — A\l sont surjectifs donc rg(f — Aly) < n. O

Définition - Proposition 3. Soit f € L(E) et A € sp(f). Si x est tel que x # 0 et f(z) = Az, on dit que A
et x sont valeurs propres et vecteur prores associés. On appelle sous espaces propres associé & A, noté parfois

sep(A), le sev Ker(f — Aly). Il est formé des vecteurs propres de f associé a \, ainsi que de 0.

Démonstration. Soit x € sep(A), alors (f — Alg)(z) = 01i.e f(x) = Az, i.e, x est vecteur propre associé a A (ou

bien z = 0). O
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Remarque. Soit f € L(FE) et X € sp(f). Alors SEP()) est un sev de E.

Remarque. sep()\) est un sev stable par f. De plus, la restriction de f & ce sev est ’homothétie de rapport

A
f\sep()\) = Ay

Rappel. Soit E un espace vectoriel, I’homothétie de rapport A est 'application Al;. On la note hy, on a
A ... 0

Va € E, h(x) = Az. Sa matrice dans n’importe quelle base est = A,.

0 ... A
On remarque que le sp(h) = {A} et tout vecteur est vecteur propre associé.

Exemples. Soit u € £(R?) définit par u(e;) = 2e; et u(es) = —ea. Alors 2 € sp(u) et e; € sep(2), 1 € sp(u)

2 0
et es € sep(—1). La matrice de u dans B = (e, e2) est
0 -1
1 ... 1
Soit A= | : . | . Déterminer les valeurs propres de A, et les vecteurs propres associés.
1 ... 1
1
On résout ’équation aux valeur propres AX = AX ici A et X sont inconnues. Notons X = - |. Alors
Ln
Ty + .. + T, = AT
AX =)XX &< . Donc Az = ... = Ax,,. Donc soit A = 0, soit z1 = ... = z,,.
L1+ .. + Ty = ATy,
— SiA=0,alors zy+...+x, =0
— Six; = ... =z, alors nx; = A\xq, si 1 = 0, alors X = 0. Or on cherche des X # 0. Donc z1 # 0.
Conclusion : sp(A) = {0,n}. De plus, sep(0) = {X € R*, 21 + ... + ¢, = 0}. C’est un hyperplan de R™. Une
1
1 1
0
1 0
1
base e, est | 0], yeers | © |- On a aussi sep(n) = {X € R", ;1 = ... = z,}. C’est une droite engendré par
0
0
0 1
0
1
1
R* - R
Remarque. Soit ¢ : n . C’est une forme linéaire et donc sep(0) = Ker(¢) est bien un hyperplan.
i=1

La base donnée doit étre vérifié (libre et génératrice).
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Remarque. Donner les vecteurs propres de f veut dire décrire les sep en donnant leurs dimension ainsi qu’une

base.

Proposition 4. Soit f € L(FE), et solent Ay, ..., Ay des valeur propres de f. Alors les sep associés sont en

somme directe.

Démonstration. (& savoir) Par récurrence sur N :

Initialisation. Si N=2. Supposons que x1 € sep(\1) et xz2 € sep(Az) sont tel que x1 + x2 = 0. On applique

1+ X9 = 0 X
foflrr +a2) = flxr) + f(x2) =0 = A\xz1 + Az donc puis (A2 — A1)za = 0. Or
)\1(.’1)1 + LUQ) =0

Ao # A donc x9 = 0 puis zo = —z1 = 0.

Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang N. Montrons qu’elle est vraie au rang N + 1 : Soient

N+1 N+1

(®)i=1,....N+1 avec x; € sep(N;) tel que > x; = 0. Alors de méme, f(3> z1) = E Miz; = 0.
i=1

N+1 ’ N+1
On multiplie > x; par Ay11, et on le soustrait a Z Aiz; = 0. On obtient Z (Ant1 — M)z = 0.
1
Or les sep(A;), pour i = 1, ..., N, forment N sep. Par hypothese de recurrence 11s sont en somme directe.
N

Donc > (An+1 — ANi)ax; =0= (Any+1 — \i)z; = 0,Vi < N. La propriété est montrée au rang N + 1.
i=1

E—FE
Exemple (hors programme). Soit E = C*°(R). Soit D : Alors D(f+XAg) = (f+Xg) = f/+)d'.

fef
Donc D € L(E).

De plus A € sp(D) & 3f # 0,D(f) = \f & f' = \f & f(x) = Ce*®, ot C € R. Ainsi, tout A € R est vp
et sp(D) = R. Ici, dim(F) = +00 en appliquant P4, on retrouve 'exercice 2 de la faille 1, (les vp forment une

famille libre puisque les sep sont en somme directe).

2 Polyn6me caractéristique.

K—-K
Définition - proposition 1. Soit A € M, (K). Alors la fonction est un polynome,

X = det(A—X1I,)
appelé "polynome caractéristique". On le note souvent x 4.

De méme, si f € L(E), on définit x(X) = det(f — XIp), le polynome caractéristique de f.

Remarque. Si A est une matrice de f, alors par définition du déterminant on a x5 = x 4. On peut la vérifier :
en effet si A ~ B, alors A et B représentent le méme endomorphisme, et B = P~1AP, ou P € GL,(K). Alors
xB(X) = det(B — X1I,,) = det(P7*AP — XP~'P) = det(P~Y(A — XI,)P) = det(P~Y)det(A — XI,,)det(P) =
det(A — X1I,,) = xa(X).

Ainsi "2 matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique". La réciproque est fausse : Soient A; =

0 0 -X 1 -X 0
et Ay = . Alors x4, (X) =det(A; — X1o) = = X% et ya, = = X2
0 0 0 0 0 -X 0 -X

Donc x4, = x4, Mais A; non semblable & As.
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A 0
Exemple. Soit h) : . Alors dans n’importe quelle base B, matg(hy) = . En effet, si
T AT
0 A
A
B = (e1,...,en), ha(e1) = Aer = Aey +0.e2+...4-0e,,. Donc la premiére colonne est | | et pareil pour les autres
0

colonnes, ainsi : xp, (X) = det(hy — XI,,) = det(A\l,, — XI,,) = det((A — X)I,,) = (A — X)"det(I,) = (A — X)™

a;; — X aip ain
Remarque. DansDP1, on a admis que X est un polynome. Cela se voit en développant :
an1 oo g — X
Proposition 2. Soit A € M,,(K). Alors x4 est de la forme :
xa(X) = (-D)"(X" —tr(A)X" 1 + +(=1)"det(A))
coefficients pas gentils
ail — X a1 e A1n
Démonstration. (partielle.) On développe par rapport a la premiére colonne :
An1 e e Opp — X
ago — X R agn

(a11—X) +> an cofacteur(i,1) =.=(a1—X)...(a11—

i>2 —_—

ana cee A — X = déterminant de matrices du méme type de taille n—1

X) + termes de degré <n — 1= (—=X)" + (=1)"(>_ a11) X"~ ! + ... + termes de degré (dur...).
=

De maniére plus accessible : x4(0) = det(A — 0.1,,) = det(A). Ainsi, le terme est de x4 est det(A). O

Démonstration. (& savoir.)

a
— si n =2, on obtient avec A = , que

C

xA(X) = X2 — (tr(A)X + det(A) = X — (a+ d)X + (ad — bc)
— deg(xa) =n, et xa(0) =det(A).
Exercice. Retrouver par le calcul que, sin = 2, xa(X) = X2—tr(AX)+det(A). Onaxa(X) = =

Théoréme III.3. Soit f € L(E). Alors le spectre de f est constitué de ’ensemble des racines de xy. Autrement
dit X € sp(f) & xf(A) = 0. Ou encore sp(f) = inl({O}).
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Démonstration. Soit A € sp(f). Ceci équivaut & f — AId non injectif < det(f — Mg) =0 < xr(A) =0. O

Exercice. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de A =
2 1

1-X 2
On utilise le T3 : on calcule x4 et on cherche ses racines : x4(X) = =(1-X)3?-4=
2 1-X
(X + 1)(X — 3). Donc les racines de x4 sont —1 et 3. Ainsi, puisque les valeurs propres sont les racines de x4
on a que le sp(A) = {-1,3}.

On cherche les vecteurs propres associé, c’est a dire on déduit les sep :

T+2y=—x
— pour A = —1, on résout AX = —-X < < x4y =0. Ainsi, (1,y) € Ker(A+ Ip) <
24y =—y
x +y = 0. Autrement dit : sep(—1) = Ker(A + 1) = {(z,y) € R,z = —y}. C’est une droite, engendrée
par (1,—1).
T+ 2y =3
— Pour A = 3, on résout AX = 3X donc on résout < x = y. Alnsi, Ker(A —31;) =
2x4+y =3y

vect(1,1) c’est une droite.

Corollaire 4. Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit u € L(FE). Alors u a au plus n valeur propre

distinctes.
Démonstration. Puisque les valeurs propres sont les racine de ., et que deg(x.) = n, on déduit le corollaire. [

En particulier card(sp(u)) < +oo, pareil pour A € M,,(K).

Définition 5. Soit A € sp(u). On appelle "multiplicité" de A, notée parfois m(A) ou my, 'ordre de \ en tant
que racine du polynoéme x,.
Ainsi my est le plus grand nombre tel que x,(X) = (X — A)™Q(X). Si my = 1 alors on dit que A est racine

simple.

Proposition 6. Soit u € L(E) et X € sp(u). Alors on a

1 < dim(Ker(u— Ag) < mjy

Démonstration. (A savoir) Puisque A € sp(u), on a Ker(u — Al) # {0}. Donc sa dimension est au moins 1.
On note dy = dim(Ker(u — Aly)). Soit (ey,...,eq,) une base de ce sev. On la compléte en une base B de E.

Dans cette, la matrice de u est :

b b
0 0 b b Ay, B
c c 0 C
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(A= X1, B )
On a alors y,(X) = = (A= X)DQ(z). Or x = (X — A)™Q(X) ot my est le plus
0 C - XIn_a,

grand nombre possible pour cette écriture. Ainsi on a dy < m. O

Corrolaire 7. Si A est simple, alors dim(Ker(u — M) = 1.

Démonstration. Par P6 on a 1 < dy < 1. Donc dy = 1. O
2

Exemple. Pour la matrice A = , on avait m(—1) = dim(Ker(A+ I)) = 1 et m(3) = dim(Ker(A —
21

315)) = 1 ainsi les 2 valeurs propres sont simples.

3 Diagonalisation

Définition 1. Soit f € L(F). On dit que f est diagonalisable si il existe une base B de F tel que matp(f) est
diagonale. Soit A € M,,(K). On dit que A est diagonalisable si A est semblable & une matrice diagonale, c’est
a dire 3P € GL,(K) et D diagonale tel que A = PDP~1. Diagonaliser A veut donc dire "trouver D et P".

Proposition 2. Les points suivants sont équivalents :
1. f est diagonalisable.
2. 1l existe une base de E formée de vp de f.
3. La somme des sep de f vaut E.

4. La somme des dimensions de sep vaut dim(FE).

Démonstration. On montre que 1 est équivalent & 2. Soit B une base tel que matp(f) est diagonale. On

A 0
note B = (e1,...,ep) et la matrice. Par lecture on a f(e;) = A;e;. Donc e; est un vp de f.
0 An
Réciproquement : si (eq, ..., e,) est une base de vp, associés & des vp A1, ..., A, dans cette base, la matrice de f
A 0
est
0 An
On montre que 2 implique 3. Soit (eq, ..., e, ) une base de vp. Alors chaque e; appartient & @ Ker(f — Aly).

xesp(f)
Donc vect(eq, ...,en) C @ Ker(f — My). Donc E = @ Ker(f — ).

On va montrer que 3 implique 4. On a vu que la somme des sep est directe. Ainsi dim(F) = dim( @ Ker(f—

Aesp(f)
M) = > dim(Ker(f — A\y)).
Aesp(f)
On va montrer que 4 implique 2. Supposons que >, dim(Ker(f — Aly)) = dim(E). Puisque la somme est

Aesp(f)
directe, si B; est une base de Ker(f — \;), pour \; € sp(f), on a |J B; est une base de E. Donc 2. O
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Exercice. Pour notre matrice 4, elle est diagonalisable car Y. (Ker(A —Alb)) =1+ 1 = dim(R?).
AEsp(A)

Théoréme III.3. (Condition nécessaire et suffisante de diagonalisation.) f est diagonalisable si et seulement
si

X est scindé sur K

YA € sp(f),dim(Ker(f — X)) = my

Rappel. On dit que P est scindé sur K sl est de la forme [J(X — \;)™.

Exemple. (X —1)X(X + 2) est scindé (& racines simples), X2 + 1 n’est pas scindé sur R.

A1 0

Démonstration. Supposons f diagonalisable. Soit sa matrice de diagonalisation. Alors xs(X) =
0 An

M —X 0

= J](A\i = X). Deplus, par P2, n =5 dim(Ker(f —Ag)) < >. m(\)=n.
i=1 Xesp(f) Aesp(f)
0 )\n—X
S (m(A) — dim(Ker(f — A4)) = 0. Or par II-P6, ces termes sont supérieur & 0. Donc ils sont nuls, et
dim(Ker(f — Ag) = m(N). O

Réciproque. Puisque > dim(Ker(f—Ag))= >, m(A) =deg(xs)=n.
A€sp(f) A€sp(f)

Corollaire 4. Si f a n valeur propre distinctes (ou n = dim(FE)), alors ces vp sont simples et f est diagonali-

sable.

Démonstration. Y, dim(sep(A)) =1+ ...+ 1 =dim(FE). Donc on applique P2. O
Aesp(f) —

n fois

Exercice. Soit T une matrices triangulaire, avec des coefficients diagonaux distincts 2 a 2. Alors elle est

diagonalisable.

Ao M—X .. A
Solution. Supposons que T' = .On a xp(X) =det(T — XI,,) = =
0 ... A 0 ... A-X

3

(A — X). Donc les éléments diagonnaux sont des vp.

7

01 -X 1
Exercice. Soit A = est elle diagonalisable 7. Alors x4 (X) = = X2. Donc A n’a qu'une
0 0 0 -X
seule vp : 0. On a 2 méthodes de réponse :
y =
1. On calcule sep(0) : on résout AX = 0, on a donc . Donc dim(sep(0)) = 1. Or 0 est de

0=0
multiplicité 2. Ainsi A est non diagonalisable.
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0 0
2. Puisque 0 est seule vp, si A était diagonalisable elle serait semblable & c’est adire A = POP~! =
0 0

0. Absurde car A # 0.

4 Polynéme d’endomorphisme

N
Soit P € R,[X] un polynéme. On le note P(X) = > ap X*.

— Soit A € M,,(K). On pose P(A) = f: arA*. Cela définit un élément de M,,(K). On parle d'un polynéme
de matrice. =
— Soit E un espace vectoriel de dimension n, et f € L(E). On pose P(f) = JZV: arf*, avec la convention
f" = 1,. On parle d’un polynéme d’endomorphisme. On rappelle que f* = ]}_00 .of.
——

k fois

Remarque. Si A est une matrice de f dans une base B, alors P(A) est une matrice de P(f) dans la base B.
Exemple. Si P(X)=X —1. Alors P(f) = f — 1.

P P(f)
Proposition 2. On dit que ® : est un morphisme d’algébre unitaire. Cela veut dire :

K[X] — L(E)
— (P+aQ)(f) = P(f) + aQ(f)
— (PQ)(f) = P($)oQ(f)
—1(f)=1d

Démonstration. Evident ou admis O

Rappel. Si f € L(E) et g € L(E), alors en général, fog # gof. Si A et B sont dans M,,(K), alors en général
AB # BA.

Vocabulaire. On dit que f et g commutent lorsque fog = gof. Pareil pour les 2 matrices.

Proposition 3. Si f et g commutent, alors tout polynéme en f commute avec tout polynéme en g.

Démonstration. Soit P et Q deux polynomes, P(X) = ZakX’f et Q(X) = % b XF.

On part de fog = gof. On compose par f & gauche donc f2og = fofog = fogof = gofof = gof>.

De méme, on prouve par récurrence que ffog = gof* :

On suppose cela vral au rang k fFog = gofk = fofFog = fogof]c = gof**1. La propriété est donc vraie.

On a P(f)og = (Z ay. f*)og = Zak(fkog) ZakQOfk = 90(2 a f*) = goP(f).

Oun a en inversant les rooles que Q( JoP(f) = P(f)oQ(g) O

Proposition 3 bis. Pareil pour les matrices.
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Définition 4. Soit f € L(FE). On dit que f annule P lorsque P(f) = 0. On dit aussi que P est annulateur de
f.

Exemple. Soit S une symétrie. Soit P(X) = X2 — 1. Alors P(S) = s> — I; = 0. Donc s annule P. Soit p un

projecteur. Soit Q(X) = X? — X. Alors Q(p) = p?> — p = pop — p = 0. Donc p annule Q.

Proposition 5. Soit A € sp(f) et x un vp associé. Alors P(f)z = P(\)z.

Démonstration. (a savoir) On a f(z) = Az. Donc f(f(z)) = f(Az) & fof(x) = Af(n) = Mz = A\2x. On itére
N N

Vk € N, f*(x) = Mz, puis par combinaison linéaire : (3 ar f*)(z) = Y (ax fz) = p(\)z O
0 0

Corollaire 6. Supposons que f annule P : Alors sp(f) C P~1({0}) (c’est a dire les valeurs propres de f sont

contenues dans les racines de P.

Démonstration. Si P(f) =0, par P5, p(A)x = 0 lorsque A € sp(f). Or & est un vp = x # 0. Donc p(A\) =0. O

Exemple. Si s est une symétrie, quelles sont les valeurs propres possibles? On a que P(X) = X2 — 1 est
annulateur de s. Donc sp(f) € P71({0}). Or P(X)=0& X?—-1=0« X =1 ou X = —1. Donc les vp d’une

symétries peuvent étre 1 ou —1.
Exemple. Si p est un projecteur, sp(p) C {0,1} (a faire).

Remarque. Le C6 donne un critére pour chercher les vp de f. Mais C6 n’est qu'une inclusion, par exemple

si f = Izet P(X)=X(X —1). Alors sp(f) = {1}, et P(f) = Io(I4 — Is) = 0, et P~1({0}) = {0, 1}.

Théoréme ITL.7. Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Pour que f soit diagonalisable, il faut et il

suffit qu’il existe un polynome annulateur scindé a racines simples.

A1 0
Démonstration. Soit f diagonalisable alors dans une base B de vp, Matg(f) = . Ici les )\

0 An

peuvent se répéter (ils ne sont pas différents deux a deux). Soient (u;)i=1,...» les vp (sans répétitions). On
d
pose P(X) = [](X — N;). Alors P est scindé & racines simples. Soit M la matrice ci dessus, alors P(u) =

i=1

0 n1 — p2 M1 — Ha

L2 — 1 M3 — 2 0 =0.

pd — H1 Ha — p2 0
La réciproque est admise et repose sur la lemme des noyaux. O
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0 1 0

Exercice. Soit A= |~ . "~ " |. Alors A™ =? donc ... on déduit les vp de A.
0o : .1
1 0 0

Application. Projecteurs et symétries sont diagonalisable.

Exemple des symétries. Soit s tel que s> = I;. Soit P(X) = X2 — 1. Alors P est annulateur de s. Or

1 et — 1 sont les vp possibles de s
P(X)= (X —1)(X + 1) est scindé a racines simples. Donc . On a donc

s est diagonalisable

E= & sep(\) =Ker(s—1;)@ Ker(s+ 1), si on suppose que 1 et —1 sont valeurs propres.
A€sp(s)

Remarque. Si sp(s) = {1}, s = I (car s a pour matrice I,). Si sp(S) = {—1}, s = —I4 (car s a pour
matrice —I,,). Si 1 et —1 sont vp alors : Ker(s—1Id) = {z € E, sz = z} est le plan de symétrie et Ker(s+ 1) =

{x € E, sz = —x} est la direction de la symétrie.

Théoréme ITI.8. (Théoréme de Cayley-Hamilton). Soit f € L(E) et xs son polynoéme caractéristique. Alors
xs(f)=0

Démonstration. Ce n’est pas x¢(f) = det(f — fIz) = det(0) = 0 Car x;(X) := det(f — X1z). On ne peut pas
remplacer X par f ici. O

Une application des polyndémes annulateur. Soit A € M, (K) et P annulateur de A. Alors on peut
calculer l'inverse de A via P :
— Si P = x4 et si P(0) =0, alors A n’est pas inversible, car P(A) = 0det(A).

d
— Si P est un polynome tel que P(0) # 0, alors A est inversible. En effet si P(X) =

ar X", alors
k=0

1 1
P(A) =0¢& a01d+a1A+....+adAd =0¢& 7;(Q1A+...+adz4d) =1; & A[fa—(alfd#.%ad/ld*l)] = 1.
0 0

Donc A € GL,(K), et A™! = (a1Ig + ... + agA9™1). Ceci permet d’exprimer A~! en fonction de

ao
uissances de A. C’est pratique si on connait x 4.
p

5 Trigonalisation

Définition. Un endomorphisme est trigonalisable §’il existe une base dans laquelle sa matrice est triangulaire.
Un matrice est trigonalisable si elle est semblable & une matrice triangulaire : A trigonalisable < A = PT P!,

ou P € GL,(K) et T triangulaire.

Remarque. Une matrice diagonalisable est trigonalisable (réciproque fausse).

Théoréme III.3. Une matrice (ou ’endomorphisme qu’elle représente) est trigonalisable si et seulement si son

polynome caractéristique est scindé.
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Démonstration. Soit A un matrice.

t11
— =:dP € GL, et T = tel que A = PTP~'. Or 2 matrices semblables ont le méme
0 ton
t11 — X
polynéme caractéristique. Ainsi x4(X) = det(T — X1I,,) = = ﬁ (t;i — X) est
0 ton — X -

scindé.
— <= O le montre par récurrence sur n.

Initialisation n = 1. Les matrices sont des scalaires. Donc elles sont diagonales.

Heérédité. Supposons que la propriété est vraie au rang n. Soit A € M,,1(K) une matrice tel que x4 est
scindé. Puisque y 4 est scindé il admet au moins une racine A;. C’est donc une valeur propre de A. Soit
21 un vecteur propre associé. On compléte ce vecteur en une base de R"*1, Soit P la matrice de pas-

Mool

0 aq oo Qr
sage depuis la base canonique vers cette base. Alors P~'AP = _ ] ) | ou L e My, et

M —X L
A; € M,,. Cette derniére matrice étant triangulaire par blocs, on a x 4(X) = ! =
0 A —XI,

()\1 - X)XAl (X)

Or x4, est scindé car x4 est. Donc A; est trigonalisable par hypothése de récurrence : 37} triangu-

1 0 ... 0
) ) q ... ¢
laire, 3Q € GL,,, A1 = QT1Q . Soit R =
0 g ... ¢q
1 A LQY . . 1 . .
Alors =R R~ (calcul & vérifier). Or la matrice est triangulaire.
0 Al 0 T1 0 Tl
A est semblable a cette matrice elle est donc trigonalisable.
O
Corollaire 3. Toute matrice est trigonalisable sur C.
Démonstration. x4 est un polyndome scindé par le théoréme de d’Alembert. On applique ensuite T2. O

Exemple. Les matrices de nilpotentes. On dit que A € M,,(K) est nilpotente s’il existe & € N tel que A* = 0.

0 1 0 0
Par exemple : A = . Alors A% = . Soit P(X) = X?2. Alors P(A) = 0, donc P est annulateur de
0 0 0 0

A. Donc sp(A) c P71({0}) = {0}. Donc la seule valeur propre de A est 0.
Si A était diagonalisable, elle serait semblable & 0 (la matrice diagonale avec les valeurs propres sur la diagonale).
Or A semblable & 0 donc A = P~10P = 0. Or A # 0. Donc A non diagonalisable. On peut retrouver cela en

analysant sep(0) (déja fait). Cette analyse est valable pour toute matrice nilpotente.
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6 Applications aux suites récurrentes linéaires

. 3 . Up+1 = Up + 3v,,
But. Que dire des suites suivantes u, 1o = Up41 + Uy 7 Et

Un41 = 2un — Un
6.1 Puissances des matrices.

Soit A € M,,(K). On veut calculer A*. Voici 2 cas ot on a une méthode :

A1 0
— Si A est diagonalisable, A = PDP~!, o D = . Alors on a : A2 = PDP~'PDP! =
0 An
Ab 0
PD?P~'. De méme par récurrence évidente A¥* = PD*P~'. De plus D* = . Ceci permet
0 Ak

de calculer A*.

— Si A est de la forme A = ady; + N ol N est nilpotente. Soit p tel que NP # 0 et NP+ = 0. Alors
ko I o
AF = (al, + N)F = 3 (h)(al,)P NI = 3 (k)ah TN

Jj=0 Jj=0

Remarque. Si A et B sont deux matrices (A + B)? = A2 + B2 + AB + BA, pas de binome en général, sauf

si A et B commutent.

2 1 0 01 0
Exemple. SiA= |0 2 1|.Notons que A =25+ N,ou N = |0 0 1| alors N® = 0. Ainsi AF =

0 0 2 0 0 O
ok fok—1 MQk—2
2+ N)F = 3 (Rt 987 =20+ (2N (22N = | o e
" 0 0 2k

6.2 Systémes de suites récurrentes.

1 —
Up41 = Q11U pay 0l

On considére p suites v',...,vP ou elles sont "couplées" par le systéme : { - . On

P _ 1 P
Up 1 = GplUy, + .o+ Qpply,

n a1 ce. Q1p
pose X, = | : | € RP. Alors le systéme se réécrit X,,11 = AX,,, ot A= | : © |. C’est une suite
P
Uy, apl1  -.. Gpp

"géométrique", on a Xy = AX; = AAX) = A%2X, puis par récurrence directe, X,, = A" X,. On peut avoir des

formules pour les (uf) si on sait calculer A*.
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6.3 Suites récurrentes d’ordre P.

Problématique. On a une seule suite (uy)n>0 qui vérifie :

p—1
Untp = § Qi Un4s

=0

Exemple. upi2 = Upt1 + Uy, ici p=2,a0 =a1 = 1.

Reésolution. On va transformer ce probléme "linéaire scalaire et d’ordre p" en un probléme "vectoriel d’ordre

u’l’L
1". Pour cela, on pose X,, = : € KP.
Un+4+p—1
On a alors :
0 1 0 0
Up+1 0 0 1 ... 0 Up,
X’I’LJrl = 5 = ‘. X 5 = AX’H,
Up+p 0 cee een 0 1 Un+4+p—1
ag e N cee Qp—1

On a a nouveau X,, = A" X,. La matrice A a une forme particuliére.

Définition-Proposition. Soit P(X) = X? — ap,lXp’l — ... —ag. Alors A est la matrice "compagnon" de P.

On a ainsi x4(X) = (-1)PP(X)

-X 1 0
| | 0o .o 0 |
Démonstration. (Exercice classique.) On a xa(X) = det(A — XI,) = . On fait
0 - 1
ap cee e Qp_20p_1 — X
Ci1+C1+XCy:
0
_X?2
0
xa(X) =
0
ao + Xay

On ajoute ensuite X?C3 & C; :

—_X3

ag + a1 X + ax X?
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Ainsi de suite, on trouve en ajoutant Xcs + ... + XP~1C, a C.
0 1 0 1 0
-X -X
xa(X) = (=1)7F2P(X) x
0 0 1
a0+a1X+...+(ap_1 7X)XZ7*1 ap_le 0 -X 1
Et donc x4 (X) = (-1)PP(X). O

Ainsi pour diagonaliser A afin de calculer A™, on doit résoudre P(X) = 0 pour chercher les valeurs propres.

Lien avec I’an dernier.

Up42 = QUpy1 + by,

a pour équation 72 = ar + b. Les racines sont en fait les valeurs propre de

AT
0

A3

P~1, o1 \; sont ses racines.

b

a

. De sorte que

0 1
b

n



Algebre Equation différentielle linéaires application de la réduction des matrices 34

Quatriéme partie

Equation différentielle linéaires application de la

réduction des matrices

1 Systémes d’équation différentielle. Généralités.

1.1 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Définition 1. Soit A(t) une matrice (qui dépend de t) et B(t) un vecteur (qui dépend de t).
On appelle "systéme différentiel linéaire d’ordre 1" le probléme suivant : trouver X tel que X'(¢) = A(¢) X (¢t) +
B(t).

Remarque. A et B sont des données. Ils sont continue par rapport a t.
z1(t) x4 (1)
Si X(t) = , alors X'(t) =

Zn(t) (1)

Définition 1 bis. On appelle "probléme de Cauchy" la donnée de (tg, Xo) € I x R™, et d’un systéme dit "de
Cauchy" :

X' =AX+B

X (to) = Xo

Théoréme IV.2. Le probléme de Cauchy (C') admet une unique solution X : I — K".

Démonstration. admis. O

1.2 Structure des solutions.

Théoréme IV.3. Soit L ’ensemble des solutions de X' = AX, ou X est I'inconnue, et t — A(t) une fonction
matricielle. Alors
— L est un espace vectoriel de dimension n (taille de A).

— Une solution non nulle ne s’annule jamais (c’est & dire X # 0=Vt € I, X(t) # 0).

Démonstration. (& savoir) Montrons que L est un espace vectoriel. Soit X7 et X5 dans L et o € K alors montrons
que X1+ aXs € L=(X;+aXs) =X +aX),=AX) +aAXs = A(X) + aXy).
Donc L est un sous espace vectoriel de 'espace vectoriel des fonctions de I dans K™,

L — K"
Montrons que dim(L) = n. Soit ¢ : ou tg € I est fixé. Alors ¢ est clairement linéaire, de

X — X(to)
plus par le théoréme de Cauchy (T2), VX, € K", 31X € L,¢(X) = Xo. Donc ¢ est un isomorphisme donc

dim(L) = dim(K") = n.
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On va montrer que la contraposée est vraie, c’est a dire, 3tg, X (t9) = 0 = X = 0 sur I. Supposons donc que

X' = AX
X s’annule en tg, alors X est solution du probléme de Cauchy . Donc la fonction nulle est aussi
X(to) =0
solution de ce probléme, par unicité (théoréme de Cauchy), X = 0). O
2/ (t) = 2z(t) + 3ty(t) + €' x(t)
Exemple. . Cela se réécrit en X’ = AX + B avec X (t) = , A(t) =
y'(t) = —4tx(t) + y(t) + sin(t) y(t)
2 3t et
et B(t) =
—4t 1 sin(t)

Définition 4. Soit X' = AX + B un systéme différentiel. Alors le systéme X’ = AX est appelé "probléme

homogéne" associé.

Théoréme IV.5. Soit L I’ensemble des solutions de X’ = AX et soit X, une solution particuliére de X’ =

AX + B. Alors toute solution de X’ = AX + B est de la forme X = X, + X, ou X, € L.

Démonstration. On vérifie que X, + X, est une solution. (X, + X,)" = X, + X; = AX, + B + AX,
AX,+X,)+ B

Réciproquement soit X une solution de X’ = AX + B. Montrons que X — X, € L : (X - X)) = X' — X
AX + B - (AX, +B) = A(X - X,). O

Résolution. Le T5 donne une méthode de résolution (pour X’ = AX + B) :
1. Résoudre I’équation homogene (on trouve un espace vectoriel de solutions)
2. Trouver une solution particuliére

3. Conclure avec T5

Question. Comment vérifier que des solutions sont indépendantes ?

Définition - Proposition 6. Soient (X1, ..., X,,) des solutions de X’ = AX. On introduit W (t) = detgase canonique (X1 (%), -,
X1(t)...X,(t)]- Cest le Wronskien des (X;(t))i=1,....n Alors (X;(t))i=1,....n est libre si et seuelement si 3t, €
I, W (tg) # 0.

Démonstration. admis O

1.3 Structure des solutions.

Théoréme IV.6. Soit L 'ensemble des solutions de X’ = AX, ou X est 'inconnue, et ¢ — A(t) une fonction
matricielle. Alors
— L est un espace vectoriel de dimension n (taille de A).

— Une solution non nulle ne s’annule jamais (c’est a dire X # 0=Vt € I, X(t) # 0).
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Démonstration. (& savoir) Montrons que L est un espace vectoriel. Soit X5 et X5 dans L et o € K alors montrons
que X1+ aXs e L=(X;+aXs) =X{+aX,=AX] +aAXs = A(X) + aXy).
Donc L est un sous espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions de I dans K.

L — K"
Montrons que dim(L) = n. Soit ¢ : ou top € I est fixé. Alors ¢ est clairement linéaire, de

X = X(to)
plus par le théoréme de Cauchy (T2), VX, € K*, 31X € L,¢(X) = Xy. Donc ¢ est un isomorphisme donc

dim(L) = dim(K") = n.

On va montrer que la contraposée est vraie, c’est & dire, Jtg, X (tg) = 0 = X = 0 sur I. Supposons donc que

X' =AX
X s’annule en ¢y, alors X est solution du probléme de Cauchy . Donc la fonction nulle est aussi
X(tg) =0
solution de ce probléme, par unicité (théoréme de Cauchy), X = 0). O
o' (t) = 2x(t) + 3ty(t) + €' x(t)
Exemple. . Cela se réécrit en X' = AX + B avec X(t) = ,A(t) =
y'(t) = —4tx(t) +y(t) + sin(t) y(t)
3t et
et B(t) =
—4t 1 sin(t)

Définition 4. Soit X’ = AX + B un systéme différentiel. Alors le systéme X’ = AX est appelé "probléme

homogene" associé.

Théoréme IV.5. Soit L ’ensemble des solutions de X’ = AX et soit X, une solution particuliére de X’ =

AX + B. Alors toute solution de X’ = AX + B est de la forme X = X, + X, ou X, € L.

Démonstration. On vérifie que X, + X, est une solution. (X, + X,)' = X, + X; = AX, + B+ AX, =
A(X, +X,)+B

Réciproquement soit X une solution de X’ = AX + B. Montrons que X — X}, € L : (X — X},))’ = X' — X, =
AX +B - (AX,+B) = A(X - X)). O

Résolution. Le T5 donne une méthode de résolution (pour X’ = AX + B) :
1. Résoudre I’équation homogene (on trouve un espace vectoriel de solutions)
2. Trouver une solution particuliére

3. Conclure avec T5

Question. Comment vérifier que des solutions sont indépendantes ?

Définition - Proposition 6. Soient (X1, ..., X;,) des solutions de X’ = AX. On introduit W (t) = detpase canonique (X1 (%), -,
X1(t)...X,,(t)|- C’est le Wronskien des (X;(t))i=1,....n Alors (X;(t))i=1,...,n est libre si et seuelement si 3ty €
1, W (to) # 0.

Démonstration. admis O
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2 Résolution pratique pour le cas homogéne

On peut avoir une équation différentielle non linéaire (exemple : 8” + —sin(f) = 0). Et des équations différen-
g
tielles linéaires avec second membre, il faut donc résoudre I’équation homogene par les matrices A diagonalisable

et trigonalisable et par coefficients constants. Et trouver la solution particuliére avec la variation de la constante.

2.1 Les cas ou A est diagonalisable.

Cadre. On considére X' = AX, ou A(¢) est diagonalisable Vt € I, dans une base qui ne dépend pas de ¢t :
A1(t) 0
IP € GL,(K),Vt € I, A(t) = PD(t)P~" ou D(t) =
0 An(2)
Ona X' = AX & P 1X'(t) = D(t)P~1X(t). On pose Y (t) = P~1X(t). Alors X est solution si et seulement

si Y est solution de Y/ = DY. Ce systéme se réécrit :

Yn(t) = An(t)yn(t)

On dit que le systéme est découplé. Notons A;(t) = fot Ai(S)dS une primitive de ;. Alors, cf premiére année les
solutions de 3’ = \;y forment un espace vectoriel de dim(1), engendré par e:. On peut écrire, soit L; ’'ensemble

des solutions de y; = A\;y;, alors L; = {t — Ce®) C € K}.

CleAl(t) c1
Ainsi Y’ = DY a pour solution { ¢ — .| + ] €K" ;. On déduit X via X(t) = PY(¢).
Cpern ) Cn
2.2 Le cas trigonalisable.
Tll(t) Tln(t)
Supposons que 3P € GL,, tel que A = PT(t)P~1, ou T(t) = . De méme, Y = P71X
Tan (t)

permet de se ramener & Y/ = TY, soit

() = myi () + o + 11 (E)yn(t)

Yn(t) = Tan (£)yn (1)

O résout la derniére ligne : y,,(t) = Ce/ ™»(®) puis Pavant derniére ligne devient y/, ;(t) = Tp_1.n_1Yn_1(t) +

Tn—1,nYn(t). On résout cette équation avec second membre, on résout de proche en proche jusqu’a y;.
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7t 10t
Exemple. Soit A(t) = . Résoudre X'(t) = A(t)X(t), on calcule le polynéme caractéristique :
3t 4t
t—X 10t
xa = det(A(t) — X1Ip) = = X2 —tr(A(t))X +det(A(t)) = X2 — 11t X + 58t2. On calcule le
-3t 4t-X
discriminant A = (11¢)? — 4 x 582 = —t2111.
11t +2t/111
Les valeurs propres de A(t) sont les racines de x 4¢;)(X), soient : +

On a 2 valeurs propres distinctes, et la matrice A(t) est de taille 2 x 2, donc elle est diagonalisable. Il faut
calculer P et finir I’exercice.

On cherche les sep et on note A+ ces deux valeurs propres, on résout A(t)U = A+ U.

11 +44/111 7 10 U U
Pour A = (V) Ona ADU + A+ U & ¢ e [
2 -3 4 U U
11 4+44/111
Tuy + 10uz = o Jus
11 +iv111
3uy - duy = VI
2
U
Donc 20us = —3uy + iv/111ug. Ainsi sep(Ay) = ! € C? tel que 20us = —3u; + iv/111uy,
U2
20
C’est une droite engendrée par .
-3 +iv111
20

De meéme, sep(A_) est engendré par
-3 —i/111
La matrice de passage est choisie comme :

P 20 20
—3+1iv111l -3 —1V/111
Ap(t) 0 .
On a donc A(t) =P P~1.On pose Y = P71X, de suite que X' = AX &Y' = DY.
0 A_(t)
—11 +4v/111
() = (M )
11 —24/111
(1) = ()
t? t2
— (1144111 —(11—i/111
On résout ¥ (t) = Cre 4 ( ) et yo(t) = Cre 4 ( ).

Les solutions sont donc X = PY.

V111 V111
Remarque. Les solutions sont sous la forme y; (t) = Cyet 4(cos( 1 t2) + isin( 1

)
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2.3 Le cas a coeflicient constant

On cherche a résoudre X' = AX, ou A € M, (C) ne dépend pas de t. On définit exp(A ) € ./\/ln( ) comme

A" +00 pn— lAn +oo  yn— 1 (tA)n 1
lim —. Soit f = exp(tA . Alors f _— =A
N%oonzo ! alt) = eap(td) = ,Eo nl AD =2 T = 2 oy nzl (n—1)!
. . ) A"
Remarque. (Sur l’exponentielle de matrices). On a posé exp(A) = Z —-. A™ est une matrice dont les

coefficients dépendent de n de maniére compliqué. Donc exp(A) est une matrlce dont les coefficients sont des

séries. .
a b ™/Ma b
exp( )=
c d 20: c d

Sauf si A est diagonale.
Si fa(t) = exp(At) alors en dérivant la série, o a f(t) = Afa(t) = fa(t)A. Mais dériver une somme infinie est

délicat cf le cours sur les séries. Ici on admet que

+oo +oo _
(tAr,  Xpntan
(20: n! )= 21: n!

Proposition / Théoréme. Soit A € M, (K), qui ne dépend pas de t. Alors les solutions de X'(t) = AX(t)

est {exp(At)v,v € K*}. En particulier, les solutions du probléme de Cauchy sont

X'(t) = AX(t)
est t — exp((t — tp)A)Xo
X(to) = Xo

Démonstration. (& savoir) Notons pour v fixé, fa(t) = exp(At)v. On a fa : I — K", de plus, f,(t) =
Aexp(At)v = Afa(t). Ainsi fa est solution de X’ = AX. Réciproquement, soit X une solution. Soit g(t) =
exp(—At) X (t). Alors ¢'(t) = —Aexp(—At) X (t) + exp(—At)AX = 0. Donc ¢(t) est un vecteur constant noté v
et exp(—At) X (t) = v, et X (t) = exp(At)v. Ici on a utilisé que exp(At)exp(—At) = exp(0) = Id.

Pour le probléme de Cauchy : soit X (t) = exp((t — to)A)Xo. Alors X (t) = exp(At)(exp(—Atg)X,) donc c'est
solution de X’ = AX. De plus X (to) = exp(0)Xo = X, O

Calcul. On s’est ramené a calculer exp(At). On sait le faire si A est diagonalisable. En effet si A = PDP~1, ot

A 0 Ak 0
K K PDkP .
PeGL,(K)et D= , alors Ak = P P~ letpour K >1, ‘2 Z =
0 An 0 A
K Dk
P(3 *,)P_l
k=0 .
A
k% 0 eM 0 eM 0
& : K Dk K
Or 2- = , et ZF—) , puis P(ZDk—)P Y & p1
L 0o K 0
0 An 0 et 0 et

k!




Algebre Equation différentielle linéaires application de la réduction des matrices 40

Ait 0 et 0
Ainsi puisque At = P : P~! on aexp(At) = P : P

0 Ant 0 ernt

2.4 Equation différentiel d’ordre P > 2.

Soit * I’équation différentielle :
y P + ap 1 ()y P (E) + o+ ao()y(t) = b(t)

y: I — K est la fonction d’inconnue y*) est sa dérivée la iéme, et P € N*, a;, sont des fonctions données, et b

aussi.
y(t)
Ou introduit Y (t) = .Alors Y : I — K? de plus on a :
y(p_l)(t)
0 1 0 0
0
y'(t) 0 01 0 ...0 y(t)
Y'(t) = = +
0
(p) (r-1)
y\P) (T 1 Y t
(t) (t) )

—ag(t) ... —ap_1(t)
Oun obtient une équation du type Y’ = AY + B. On résout ’équation homogéne Y’ = AY. On a (cf chapitre

sur les suites) A(t) est la matrice compagnon du polynéme X? + a,_1(t)X?~' + ... + ao(t). On a vu que

xa@)(X) = (XP 4+ a,—1 (1) XP~ + ...+ ag(t))(—1)F. On cherche les racines de x4 afin de la diagonaliser.

Exemple. Si A est a coefficient constant et b = 0 par exemple y” + ay’ + Sy = 0. On se raméne a Y () =

y(t) ) 0 1 0 1 )
, puis Y'(t) = Y (t). On pose A = , puis x4(X) = X% +aX + 3.

y'(t) -3 -« B «
On cherches les racines en résolvant X2+ aX + 8 =0. On a 3 cas
1. Deux racines réelles
2. Une racine double

3. Deux racines complexes

Pour 1 et 3 on peut la diagonaliser et calculer son exponentielle.
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Cinquiéme partie
Espace vectoriel euclidien (et préhilbertien)

3 Produit scalaire

Soit E un espace vectoriel.

Définition 1. Un produit scalaire sur E est une application bilinéaire symétrique définie positive. Cela veut
dire ¢ : F x E — K est un produit scalaire lorsque :

— Ga+ At y) = bla,y) + Ab(a',y) et @,y + Ny') = d(x,y) + Ap(x, ') : Bilineaire

— (w,y) = By, ) : Symétrique

— (¢(z,x) >0) et (¢(z,x) =0« x =0) : Définie positif

Définition 2. On appelle espace euclidien (e.v.e) un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit

scalaire. On parle d’espace vectoriel préhilbertien si dim(E) = +o0.

Exemple fondamentaux.
n
1. E=R" et ¢p(x,y) = > a;y;. Vérifions que c’est un produit scalaire
i=1

2. E=M,(R) et ¢(A, B) =tr(.!AB)

3. E=0%0,1)), et 6(f.g) = [, f(

Remarque. Quand on prouve les 3 exemples, si on a prouvé la symétrie, alors on a la linnéairité par rapport

a la premiére variable et par rapport a la deuxiéme variable.

En effet f(xay + )‘y/) = f(y + )‘ylvx) = f(yax) + )‘f(y/"r) = f(a:,y) + )\f(x,y’)

Démonstration. (Preuve de la définition 1)

1. Symétrie : Soient (z,y) € R® x R™, ¢(y, ) = Z vizi = Y vy = ¢z, ).

NgE

2. Bilinéarité : Soient (z,z’) € R" x R" A € K et y € R™. Alors ¢(z + \a',y) = (x; + Ny, =

i=1

Z Ty + A Z by, = d(x,y) + Ap(2’,y). Donc ¢ est linéaire par rapport a la premiére variable et
=1
puisque elle est symeétrique, elle est bilinéaire.

8

3. ¢ est définie positif. Soit z € R”, alors ¢(z,z) = = >" 22 > 0. De plus si ¢(z,z) = 0, alors
i=1

i=1

n
Z , et puisque x f > 0 pour chaque ¢, on a ; =0 pour ¢ = 1,...,n donc = 0.

1=1

Remarque. z =0 = ¢(x,z) =0 est triviale.
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Remarque. Identité remarquable : Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique (en particulier si ¢ est un produit

scalaire), alors on a 'identité suivante ¢(z + y,x + y) = ¢(x, ) + ¢(y,y) + 2¢(z, y).

Démonstration. Triviale. O

Théoréme V.3. (Inégalité de Cauchy-Schwarz.) Soit ¢ : E x E — K un produit scalaire. Alors V(z,y) € Ex E,

o(x,y)| < Vo(x,2) /oy, y)

De plus c’est une égalité si et seulement si (x,y) est liée.

Démonstration. (a savoir.) Pour simplfier, on suppose que K = R. Soit z,y € E. Considérons ’applicationn

f: R — R définie par f(t) = (x +ty,z + ty). On a
fOy=t*<yy>+2A<z,y>+<z1>

et f(t) > 0 pour tout ¢. Comme f est un polynéme du second degré, on en déduit que sont discriminant est
négatif :

<zy>t-—<z,x><y,y><0
Par suite < z,y >2 — < z,2 >< y,y >< 0 et le résultat est obtenu en prenant la racine carrée. O

Théoréme V.4. (Minkowski.) V(z,y) € E X E,

Volz+y,z+y) < oz y) +Voy,y)

Démonstration. On démarre avec Cauchy Schwarz : ¢(z,y) < /o(z, ) x /¢(y,y). Donc ¢(z,z) + ¢(y,y) +
20(2,y) < ¢(a,2) + 0y, y) + 2/6(x,2) x /6y, y) = (Vo(w,2) + /6(y.9))*

En prenant la racine on obtient le résultat. O]

Remarque. Pour trouver la preuve, il faut partir de la fin.

Théoréme V.5. (& retenir.) Soit ¢ un produit scalaire. Alors application N : E — R, définie par N(z) =
¢(z,x), est une norme sur E (voir cours d’analyse pour la définition d’une norme.) On Pappelle la norme

associée & (ou induite par) le produit scalaire ¢.

Démonstration. (& savoir.) Prouvons que N vérifie les axiomes d’une norme :
— (positivité.) N(z) = \/m est une racine positive, de plus N(z) = 0 < ¢(z,z) =0 < z = 0 car ¢
est défini positif.
— (homogénéité.) Soit A € Ret z € F, alors N(\z) = /o(\z, \z) = /N26(z, x) = |\ /o(z,2) =
— (inégalité triangulaire.) Soient (z,y) € Ex E, alors N (z+y) = \/d(z + y,z + y) < \/¢(z, ) —i-\/(b (y,y)
N(z)+ N(y).
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Remarque. Des fois, le produit scalaire se note ¢(z,y) =< x,y > et N(z) = ||z||. On peut alors réécrire
Iidentité remarquable : ||z + y||? = ||z[|* + ||y[|* +2 < =,y >.
On peut aussi réécrire Cauchy Schwarz : | < z,y > | < ||z]|.||y|| et Minkowski ||z + y|| < ||=]| + ||y]|-

n

Remarque. Ou réserve la notation z.y au cas E =R" et z.y = > x;y;
i=1

Remarque. Soient f et g donc C°([0,1]). Alors on a |f01 f(x)g(x)dz| < \/fol f(x)2dx\/f01 y(z)2dx.

1 . .
fy9) — [ fg est un produit scalaire sur C°([0, 1])
Ceci provient de (£:9) = Jo 0.1] . On peut ainsi définir || f|| = /< f.f > =

Cauchy - Schwarz
Vo F(a)de.

Remarque. On a beaucoup de notion : distance d(x,y) , normes N(z) et des produits scalaires < z,y >.
Si on a un produit scalaire on peut fabriquer une norme et si on a une norme on peut fabriquer une distance.

Quand une norme est induite par un produit scalaire, elle est dite euclidienne.

4 Orthogonalité

Dans tout ce chapitre E est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté < .,. >
Définition 1. Soit (z,y) € E x E. On dit que z et y sont orthogonaux si < z,y >= 0.

Définition 2. Soit (1, ...,2y) une famille de E. On dit qu’elle est :
— orthogonale si les x; sont orthogonaux 2 a 2, c’est & dire i # j =< x;,x; >= 0.

— orthonormale si elle est orthogonale et que Vi =1,..., N on a ||z;|| = 1.

Remarque. Ici est dans ce chapitre, ||.|| désigne la norme induite par < .,. >.

Théoréme V.3. (Pytagore.) Soient (x,y) € E x E. Alors x et y sont orthogonaux si et seulement si ||z +y||? =
[zl + 11yl

Démonstration. (a savoir) ||z +y||? = ||z]|? + ||y||* + 2 < 2,y >. Ainsi ||z +y||? = ||z||* + ||y||? si et seulement

si<z,y >=0. O
Remarque. Cela se généralise & N vecteurs orthogonaux (1, ...,xx) : ||21 +... +2x||? = ||z1||> +... + ||z n]|*

Proposition 4. Toute famille orthogonale, ne contenant pas le vecteur nul est libre.

N
Démonstration. (& savoir) Soit (z1,...,2,) une famille orthogonale telle que >~ X\jz; = 0, ot (\;);=1,..., v sont
1

N
des scalaires. On fixe j et que 'on fais le produit scalaire avec x;, on a alors < Aixi, i >=<0,z; >=0.
J J ) J J

=1
Donc puisque < z;,x; >= 0si i # j,on a A; < zj,z; >= 0. Or ; # 0 donc < zj,x; ># 0. Donc \; = 0

puisque ceci est valable pour tout j de 1 & N, la famille est libre. O
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Définition 5. Soit A C E. On définit, "I'orthogonal de A", noté AL, comme

At ={r € ENac A <xa>=0}

Exemple. Si E=R? et <,y >=x.y et si
— A =1{(0,0,1)} alors A+ = plan (Oxy)
— A =wvect((0,1,0), (1,0,0)) alors A+ = vect(0,0,1).

Exemple. En général si A = {0}, alors A+ = E. En effet < 2,0 >=0Vx € E. Si A = E, alors E+ = {0}. En

effet, soit € E+. Alors Vy € E, < x,y >= 0. En particulier si y =z on a < x,2 >= 0 donc z = 0.

Lemme 6. Soit A C E. Alors A+ est un sev de E. De plus si A = {2}, alors A+ est un hyperplan de E.

Démonstration. Soit = et y dans A+, et A € R. Soit a € A, on a < x4+ \y,a >=< x,a > +\ < y,a >= 0. Donc
x4+ Ay € A+. Donc At est un sev de E.

n E—R
Onate {z}” &<tz >=0. Soit ¢:

V=< v, >
Alors ¢ est une forme linéaire sur E. De plus Ker¢g = {v € E, < v,z >= 0}. Ainsi {x}L = Ker¢. Donc c’est

un hyperplan, en tant que noyau d’une forme linéaire. O

Théoréme V.7. Tout espace vectoriel euclidien admet une bon (base orthonormée).

Démonstration. On montre cela par récurrence sur la dimension.
— Sidim(F) = 1. Soit « € E tel que ||z|| = 1, c’est une base de E elle est orthonormale.
— Supposons la propriété vraie au rang n— 1. Soit E de dimension n. Soit z € E\ {0}. On note H = {z}*.
Alors H est un eve de dimension n — 1 par le L6. Donc par hypothése de récurrence, il admet une BON

(e1,...,en—1). Alors (eq,...,en_1, ||x—||) est une BON de FE, en effet :
T

e L e>=0vi=1,...n—1.

Il
— g7l =

1ed]
Donc la propriété est vraie au rang n. Elle est vraie par récurrence.

O

Théoréme V.8. (Procédé de Gramm Schmidt.) Soit E un eve, et P < dim(E) un entier. Soit (z1,...,xp)
une famille libre. Alors il existe (v1,...,v,) une famille orthonormale, telle que : Yk € [1,p],vect(v,...,v5) =

vect(xy, ...xk)

Démonstration. importante, prochaine fois O

Proposition 9. Soit A et P inclus dans un eve E. Alors
— ACB= Bt cAt
— At = (Vect(A))*+

Soit F' et G deux sev de FE, alors
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Démonstration.

— Supposons A C B. Soit € B*. Cela vaut Vb € B, < 2,b >= 0. Soit a € A. Alors a € B puisque A C B.
Donc < x,a >= 0. Donc j’ai montré que Va € A, < x,a >= 0. Donc € A+. Donc B+ C At.

— On rappelle que vect(A) est le sev engendré par les vecteurs de A, c’est aussi le plus petit sev de
E contenant A. En particulier A C Vect(A). Donc (vect(A)): C A+ par le premier point montrons
I'inclusion réciproque. Soit x € AL, Soit v € vect(A) alors v s’écrit f: Yia;, O a; € A.

i=1
N

Ainsi < z,v >= Y v; < x,a; >= 0. Donc = € (vect(A)) .
i=1

Théoréme V.10. Soit F' un sev de E. Alors
— E=Fa&F+t

— Soit (eq, ..., ep) une base orthonormé de F, alors la projection P sur F, parallélement & FL, vérifie

P
Pp(x) = Z <z,e > e
i=1

N

— En particulier , Vz € E;x = Y, < x,e; > e, si (e1,...,ep) est une base orthonormé de E.
i=1

— dim(Ft) = dim(E) — dim(F)

P

Démonstration. (a savoir.) On note £ = > < x,e; > ¢;. On a & € F, car c’est une combinaison linéaire de
i=1

vecteur qui sont dans F. Tel que z — & € F*. Soit i € [1, p] fixé, calculons < x — &, e; > :

P
<z —Fe;>=< 3> — <de>=<z6;>— <Y <T,e5>,0>
=1
P
=< x,e; > —Z<x,ej > <ej,e > =<uz,6;>—<x,>=0
= —_———

5”' car BON

Donc (z — &) Le;, donc x — & € Vect(e;)t = F+.

Conclusion z = & + (z — Z). Donc E = F + F*. Montrons que la somme est directe, soit z € F N F~L.
52 L
Alors < _z , x >=0=||z||?, donc x = 0. Donc F N F+ = {0}, et la somme est directe.
)~
EF eF+
On a montré les deux premiers points, puisque Z, étant le vecteur de F' tel que x — £ L% est bien Pp(x).

En particulier le 3éme point découle directement, avec F' = E puis puisque

E =F o F* dim(F) + dim(F*) = dim(E)
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Exercice. Quel est le projeté de = sur vect(z), parallélement & vect(xs), ce n’est pas une projection ortho-
gonale.

Ici, si on projette  sur vect(x;) parallélement & vect(xs2). On calcule cela avec < x, 7 >, on a

P(z) =< z,21 > 11

Proposition 11. Soit F un eve et (ey,...,e,) une base orthonormé de E. Soit x et y dans E. Soit X =
——

B
MATgp(x) et Y = MATg(y). Ainsi , X € M, 1(R) et Y € \,00(R). Alors
<z,y>='XxY

Démonstration. Calcul matriciel O

5 Endomorphismes particuliers dans un espace vectoriel euclidien

5.1 Les endomorphismes symétriques.

Définition / Proposition 0. Soit u € L(E). Tl existe un autre endomorphisme, noté u*, appelé adjoint de
u, tel que

V(z,y) € EX E, <u(zx),y>.<zu*(y) >

De plus si u est la matrice de u dans une base orthonormée, alors t¢,, est la matrice de v dans cette base.

Démonstration. Soient z et y dans E, et B une base orthonormée fixée, et u = M ATg(0). Alors < u(z),y >=
HMX)Y = 'X 'MY. On pose u*(y) = *MY, ainsi u* est 'endomorphisme dont ‘M est la matrice dans B.
Alors ‘X 'MY =< z,u*(y) >.

Montrons que c’est unique. Soient M; et My deux matrice tel que 'X MY = ' XMyY,VX,Y € M, 1(R).
Montrons que M; = M. On évolue cette égalité pour X =e; et Y = e;, ol (e;) est la base canonique.

Alors Mjej;, est la j-éme colonne de My, puis ‘e;Mye; = e;coef f(i,7) de My. Ainsi, ‘e;Mye; = te;Mae;,V(i, ),
veut bien dire que M, = Ms. O

Définition 1. Soit u;nL(E). Alors u est symétrique si et seulement si U* = U, c’est & dire si et seulement si
V(z,y) € Ex E,<u(z),y >=< z,u(y) >
Remarque. Rien & voir avec les symétries, les endomorphismes tels que S? = Id.

Corollaire 2. Soit u symétrique, alors sa matrice S dans une base orthonormée est symétrique, c’est a dire

=9
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On note S, (R) les matrices symétriques de taille n x n.

Proposition 3. VS € S,(R), S¥ € S,,(R),Vk > 2 et VS € S,,(R) N GL,(R), S~! € S, (R).

Démonstration. .'(S¥) = (19)F = Sk et H(S71) = (19)"1 =951 O

Remarque. Si A et B sont dans S, (K) alors AB € S, est faux en général.

Proposition 4. S, (R) est un sev de M,,(R), sa dimension est : exercice

5.2 Les endomorphismes orthogonaux.

Définition 5. On dit que U € L(E) est orthogonal si V(z,y) € E x E, < u(x),u(y) >=< z,y >. (On dit que

u préserve le produit scalaire).

Remarque. Ne parlez pas de l'orthogonal de U et U orthogonal & v.

On note O(E) les endomorphismes orthogonaux sur E.

Proposition 2. U € O(F)
< Vo € E,||lu(z)|] = ||z|| (u préserve la norme)

< VBONB de E, u(B) est une BON de E.

Il
AN
<

—~
8
~
£
—~
&
V
Il

Démonstration. (& savoir) On prouve la premiére ligne. Supposons que u € O(E). Alors ||u(x)
V< 1,z > =||z|| car u préserve le produit scalaire.

La réciproque repose sur la formule suivante (& savoir) :
o 1 2 2 2 " . : 2 _ 2 2
<z, y >= 2(||x +y||* = lz||* = ||y||*) Identité de polarisation (a + b)* = a* + b* + 2ab

En effet ||z +y||> =<z +y,c+y>=<z,2>+<y,y>+ <,y >+ <y,z>=[[z]> +[[y|? +2 < z,y >.

Supposons que u préserve les normes, ||u(x)|| = ||z||, Vx € E.
On caleule < u(@), u(y) >= 5(||u(z) +u)||> = lu@)I]* = [[u@)]*) = 3([u(@ + y)I[* = llu(@)|* = [Ju@)]]*) =
sz +yl? = [lz|* = |lyl*) =< z,y >. Donc u € O(E). a

Proposition 3. O(FE) est un groupe pour la composition. Cela veut dire que
— Id € O(E)
— wu et v sont dans O(E) = uov € O(E)

— u € O(E) implique que u est inversible et de plus u=! € O(F)

Démonstration. (A savoir)

— ||Id(x)|| = ||z|| donc Id € O(E)
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— JJuov(@)l| = lfuw@)]| = lo(@)]l = llz]l. Done uov € O(E) par P2.
— Soit € E tel que u(z) = 0. Alors ||u(x)|| = ||z|| donc 2 = 0 et u est injective. Comme c’est un
endomorphisme, u est inversible. De plus ||u=!(2)|| = |Ju(u=t(x))|| = ||z|| donc u~! € O(E).

O

Définition 4. On dit qu'une matrice Q est orthogonale si I’endomorphisme associé dans la base canonique de
R™ est orthogonale.

On note O, (R) les matrices orthogonales de taille n x n.

Théoréme V.5. Q€ 0,(R) & .00 =1, & .10 = Q! & les colonnes de € forment une BON de R” pour le

produit scalaire z.y de R".

Démonstration. (& savoir.) Soit u I’endomorphisme associé & Q dans la base canonique. On a alors : Va,y €
R™ x R", < w(z),u(y) >=< x,y > car u € O(E). De plus, si on note X et Y les colonnes représentant
z et y dans la base canonique, on a < u(z),u(y) >= HOX)QY = X.1QQV =< z,y >= 'XY. Ainsi :
VX,Y € R, !X ('QQ — 1,,)Y = 0. On évolue cela pour X = e; et X = e; et on trouve ."QQ — I,, = 0. Cela
équivaut a .tQ = Q1! O

Exemple. Ue rotation de R? est un endomorphisme orthogonal. On note Ry la rotation d’angle . Soit

cost —sind
B =(1,0),(0,1) la BON de R2. Alors Q := MATg(Ry) = . On note que les colonnes C; et Cy

sinf  cosf

vérifient C7.Cy = 0 et ||C1]| = 1. Ainsi les colonnes forment bien une BON.
1 cost  sinf 1
Remarque. Q7! = R — o 0
detQ \ _sind  cosh c0s20 + sin?0

Remarque. Dans le T5, o a dit .!QQ = I,,, les colonnes de € forment une BON, il faut pour cela voir que
I'élément (i, ) de .‘QQ est .!C;C; = C;.C; ou (C;) sont les colonnes de Q. Ainsi .'QQ = I, & C,C; = §;;
(Ci)i:L...,n est une BON.

5.3 Reéduction des matrices symétriques

Proposition 6. Soit u € L(F) un endomorphisme symétrique. Alors ses sep sont orthogonaux.

Démonstration. (& savoir.) Soit F' et G deux sep de U distincts. Soient x € F et y € G. Soient A et u les valeurs
propres associés. Alors < Az, y >=< u(x),y >=< x,u(y) >=< z,py >. Ainsi (A — p) < z,y >=0, et X\ # p,
donc z L y. O

Proposition 7. Soit F un sev de E stable par u et u symétrique. Alors F* est aussi stable par u.

Démonstration. (& savoir.) Soit y € F+, on veut montrer que u(y) € F*. Soit x € F, alors < x,u(y) > — <

u(z) € F car I est stable par u
u(x),y > car u est symétrique. Or =< u(x),y >=0 Donc u(y) € F-. O

y et
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Remarque. Plus généralement F stable par u est équivalent & F- est stable par .fu (voir D1 du chapitre).

Théoréme V.8. (surpuissant) Toute matrice symétrique S est diagonalisable, dans une BON c’est a dire

VS € S, (R), il existe D diagonale et Q € O, (R) tel que
S =QD'Qavec ‘Q=0""

Démonstration. (a savoir)

Lemme. Toute matrice symétrique admet une valeur propre réelle.

Soit xs le polynome caractéristique de S. Il se décompose en produit comme soit

P q
xs(X) = [T(X = 2™ x [T(X* + X + )™
i=1 i=1
Supposons que S n’a pas de valeur propre, donc il n’y a ci dessus que des trindmes irréductibles c’est a dire
p=0.
Or xs(S) = 0 (théoréme de Cayley-Hamilton). Donc _]g[ (82 + ;S + BiI,)™ = 0. Donc un de ces facteurs est
non inversible (sinon le produit total serait inversible zi:olnc différent 0).
Donc 3z € R?, n # 0, tel que (S? + ;S + Bi1,)" = 0, c’est a dire S?x = —; Sz — B;x
Soit F' = vect(z,Sx). Alors F est stable par S puisque vect(Sz, S?z) = vect(Sz, —; S, — Biz) = vect(z, Sx).

Soit u I’endomorphisme associé & S et Ug sa restriction & F', alors Up est symétrique. Donc dans une BON, sa

a b
matrice est symétrique puisque F est de dimension 2, cette matrice est de la forme (elle est symétrique).
c d

Ainsi . (X) = X2 —(a+d) X +ad—b%. Ona A = (a+d)?>—4(ad—b?) = a®>+d*> —2ad+4b*> = (a—d)? +4b* > 0.
Donc xp, admet une racine. C’est une valeur propre de U. Or on a supposé que u n’a pas de valeur propre,

contradiction O

Démonstration. (Lemme) Soit S € S, (R). Par le lemme, 3z un vecteur propre de S. Soit F' = vect(x) et par

les propositions d’avant, F- est stable par S. Dans une BON adaptée B, la matrice de u (’endomorphisme
A0 ... 0

0
canoniquement associé a S), on a: MATp(u) = | (c’est une matrice par blocs car F'* est stable

SI

par u).
Hypothése de récurrence : Toute matrice symétrique est diagonalisable en BON.
— Initialisation : facile

— Hérédité : se servir de M ATz(u) et diagonaliser S avec ’hypothése de récurrence.

5.4 Projections orthogonales : applications

Soit F' un sev d’un eve E. Soit « € E. On chercher a calculer d(z, F) := inf||z — y||
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Théoréme V.1. d(z,F) = ||z — Pr(z)|| ou Pr est la projection orthogonale. De plus Pr(z) est ['unique

solution du probléme "minimiser ||z,y|| avec y € F.

Démonstration. Soit y € F alors ||z — y||> = ||z — Pr(z) + Pr(x) — y||? = ||z — Pr(2)||* + ||Pr(x) — y||?
(par Pythagore) > ||z — Pr(x)||. Or, Pr(z) € F. Donc Pr(x répod au probléme "minimiser ||z — y||?, avec
yeF". O
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