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Algebre Polynoéme 3

Premiére partie
Polynoéme

1 Polynéme formel

Définition. Soit K un corps (R ou C). On appelle polynéome (formel) sur K, en une indéterminé X, toute
expression formelle de la forme : Y ap X* ot a; € K(k € N) tous nuls pour k assez grand, avec les régles de

k>0
manipulations suivantes :

— Additions : > apX*+ 3 b X = 3 (a + b)) XF

k>0 k>0 k>0

— Produits : A€ K= A Y ap X* = 3 Aap XF
k>0 k>0
k
— Produits de polynomes : > axX*. > bpX* = Y ep XF ot ¢, = 3 (aj.bi—j)
k>0 k>0 k=0 j=0
Démonstration. > ap X5 3 b X! =3 Y aph X = S S apbp, X™moum=1+n O
k>0 >0 k>010>0 m>0 k=0

Remarques.
— On identifie X° au nombre 1 € K. Donc le polynéme aoX? est identifié¢ au nombre ag € K : o X° = ay.
— On note X = X!
— On note 0 le polynome . 0X* ("polynéme nul")

k>0
— La régle de multiplication des polynémes montre que X°X7 = Xt et X’ = X. X.. X

2 Anneau commutatif unitaire

Proposition et définition. Soit K[X] I’ensemble des polynomes sur K de I'indéterminée X. Alors : K[X] est
un anneau commutatif unitaire (ou unifére) intégre.
— (K[X], +) est un groupe commutatif, i.e.
— L’addition est associative : VA, B,C e K[X]: A+ (B+C)=(A+B)+C
— 1l existe un élément neutre pour I’addition a savoir le polynéme nul : VA € K[X],A+0=0+A=A
— 1l existe un opposé, pour tout A € K[X] , il existe un opposé, —A.
— L’anneau (K[X],+,X) est commutatif, i.e. le produit est commutatif : AB = BA
— L’anneau (K[X], +,X) est unitaire (ou unifére) i.e. il existe un élément neutre pour X, appelé polynome
unitaire (qui est en fait X™ =1) : 14 = A1 = A (VA € K[X])
— L’anneau K[X] est intégre, i.e. AB=0=A=00u B =0

Preuve de Pintégrité. Soit A= Y a;,X* B =Y b, X" deux polynémes non nuls.
k>0 k>0

Soient k, et k; le plus grand k tel que a; # 0 et by # 0.

On a donc A = ag X%+ ...+ a, X% et B=1by X" + ... + b, X*B.

Ainsi AB = agbgX° + ... + ag by, Xkatke £,
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Si on appelle degré de a;X* le nombre i, on peut écrire : A = ag, X*4 + termes de degrés < ka et B =

bry XF2 + termes de degrés < kp et AB = ay, bp, X 4TF2 4 termes de degrés < ka + kp

3 Précisions sur le degrés

Définition.
— deg(a; X*) si a; # 0 (définition du degrés dans un monéme normal, i.e. d’'un polynéme de la forme
a; X% a; #0)
— A#0: A=0apX" + a1 X!+ agX? avec d le plus grand k tel que ai # 0. Alors le degrés A = d.

Proposition. Soient A, B deux polynomes # 0, alors :

— deg(AB) = deg(A) + deg(B)

— deg(A + B) < max(deg(A),deg(B)).

— Si deg(A) = deg(B) notant A = cd(A)X 994+ monomes de degrés moindres.
Et B = cd(B)X%9(5) + monémes de degrés moindres.
Ou deg(A) = deg(B)
En notant cd le coefficient dominant on a donc :
— Si ed(A) + ed(B) # 0, alors deg(A + B) = deg(A) = deg(B)
— Si cd(A) = ed(B) =0, alors deg(A + B) < deg(A) = deg(B)

Démonstration. — On la fait en justifiant que K[X] est intégre : A = cd(A)X %94+ monomes de degrés
moindres et B = cd(B)X%9)+ monémes de degrés moindres. D’ott AB = cd(A)cd(B)X %e9(A)+deg(B)
donc

deg(AB) = deg(A) + deg(B)

— A+ B = cd(A) X% 1 termes de degrés <deg(A) + cd(B)X99(5) + termes de degrés < B. Donc
si deg(B) < deg(A) : A+ B = cd(A)X %941 termes de degrés < A donc deg(A + B) = deg(B) =
mazx(deg(A), deg(B))

Définition.

deg(0) = —o0

Démonstration. On veut que la proposition précédente reste vraie pour le polynéome nul :
deg(0) = deg(0A) = deg(0) + deg(A)Vdeg(A) € N(A # 0)

Donc deg(0) = £o0

De plus deg(0 + A) = max(deg(0), deg(A))VA # 0

Donc deg(0) < deg(A),Vdeg(A) € N : donc deg(0) <0

Donc deg(0) = —c0
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Et on vérifie qu’on a bien deg(0 x 0) = —oco = deg(0) + deg(0)
et deg(0 + 0) = —oco = max(deg(0), deg(0))

La proposition reste vraie si 'un des polynémes est nul méme si les deux le sont.

4 Division euclidienne

Proposition et définition. Soient A, B € K[X]avecB # 0. Alors il existe un unique couple (@, R) € K[X] x
K[X] tel que : A = BQ + R et deg(R) < deg(B). C’est la division euclidienne de A par B : Q est le quotient,

R est le reste.

Démonstration. Existence. Il existe un polynome tel que deg(A— BQ) = min(deg(A—BS) : S € K[X]).
Posons R = A — BQ et prouvons que deg(R) < deg(B), i.e. deg(A — BQ) < deg(B).
Supposons que deg(A — BQ) > deg(B)
Ecrivons B = b X% + monomes de degrés moindres(a) ot d = deg(B)(bg # 0) : donc by = cd(B) et
A—BQ =ugim X +aottm>0et ugr, = cd(A— BQ) # 0 car deg(A — BQ) > d.

MmyA-BQ-%?%WB:A—BQ—%#umthﬂwun:WMJHm+a<w+m—
d d

u(;)+mbde+d +a<(d+m)=a<(d+m)=deg(A— BQ)
d
et donc :deg(A — BQ — uC;;FmeB) < deg(A — BQ).
d
A-BQ’
. X dm A—B
on Q' =Q+ udTZXm =Q+ 1%7 =Q+ td(B)Q ot td est le terme dominant.

Ainsi il existe un polynome @’ tel que deg(A — BQ') < deg(A — BQ), ce qui contredit le choix de @
(deg(A — BQ) minimal!). Cela prouve, par I’absurde, qu’on n’a pas deg(A — BQ) > deg(B) et donc que
deg(A — BQ) < deg(B)

Unicité. Supposons que : A = BQ + R,deg(R) < deg(B) et A= BQ' + R’,deg(R’) < deg(B).
Alors : BQ+ R = BQ' + R’ donc B(Q — Q') = R — R’ et donc : deg(B(Q — Q') = deg(R' — R)
d’otr : deg(B) 4 deg(Q — Q') = deg(R' — R) < max(deg(R'),deg(—R)) < deg(B) = deg(Q — Q') < 0=
Q-Q'=0=0Q'=Q
Et alors: BQ+ R=BQ'+R =BQ+R =R =R

Algorithme de division euclidienne.
Entrée : Q =0,R=0
Boucle : Tant que deg(R) > deg(B) :

faire :
(R
@=0+ B
o td(R)
R=R 7td(B) B
Sortie :

si deg(R) < deg(B)
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sortir (Q,R)

td(R
A chaque itération dans la boucle, deg(R) diminue strictement car R—Q = cd(R) X ?9(F) 1 monomes de degrés <

td(B)
d(R) X deg(R)
deg(R) — CdE};;Xdeg(m(Cd(B)Xdeg(B) + monomes de degrés < deg(B))
c

= (cd(R)X9(®) 4 monomes de degrés < deg(R)) — (cd(R) X9 + monémes de degrés < deg(B) + deg(R) —
deg(B))
= somme de monoémes de degrés < deg(R)

Donc ’algorithme se termine aprés aprés un nombre fini d’itérations (< deg(A4) + 1).

5 Plus Grand Commun Diviseur

Proposition et définition. Soient A,B deux polynomes de K[X] non tous deux nuls. Il existe un unique
polynome D unitaire (i.e. cd(D) = 1) tel que : AK[X]+ BK[X] = DK[X] ou VP € K[X], PK[X] = (PQ : Q €
K[X])

Et donc AK[X] + BK[X] = AU + BV : U € K[X],V € K[X].

Ce polynéme D est appelé le PGCD unitaire de A et B. Il est caractérisé par :

1. D|AetD|B
2. VP ,si P|A et P|B alors P|D
3. D est unitaire.

Les polynémes qui vérifient 1 et 2 sont les kD , k € K/(0).

Démonstration. Soit C € AK[X] 4+ BK[X] non nuls et de degré minimal, il en existe puisque A, B ne sont
pas tous les deux nuls. Soit :

A= A1l+ B.0 € AK[X] + BK[X]

B = A.0+ B.1 € AK[X] + BK[X]

Soit F' € AK[X] 4+ BK[X] : faisons la division euclidienne de F par C' :

F =CQ+ R,deg(R) < deg(C)

Mais : FF = AU + BV et C = AU¢ + BV¢ ainsi F — CQ=A(U - U.Q) + B(V — V.Q)

On a donc : R € AK[X] 4+ BK[X] et deg(R) < deg(C')

D’oit R =0 car C est de degrés minimal.

Donc F = CQ € CK[X].(VF € AK[X] + BK[X]).

Et donc : AK[X] + BK[X] C CK[X]

Réciproquement : C = AU¢e + BVe = VQ € K[X],CQ = AUcQ + BVeQ € AK[X] + BK[X]
= CK[X] ¢ AK[X] + BK[X] Donc : AK[X]+ BK[X] = CK[X]

. C
Clairement : CK[X] = WK[X]
Car: CQ = cd(C) cd(C)Q
Posant : D = ¢

cd(C)
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C

On a donc D unitaire : C = cd(C)Xdeg(C) = m

DK[X]

= 1X%9(C) (Il est donc unitaire) et AK[X] + BK[X] =

Montrons que D vérifie 1,2 et 3(évident) :

A, B € AK[X] + BK[X] = DK[X] = D|AetD|B = 1

Si P|A et P|B ,alors A= PS,B=PT

Donc YU,V : AU + BV = P(SU +TV)

Mais D € AK[X] + BK[X|donc3U,V tel que D = AU + BV = P(SU +TV)
Et donc : P|D : ce qui prouve 2. Donc D vérifie 1,2 et 3.

Maintenant, soit £ un polynome vérifiant 1 et 2 : montrons que E = kD, k € K/(0) ot E vérifie 3 alors k = 1
(et donc E = D).

E vérifie 1 & FE|AetE|B = E|D

E vérifie 2 < tout polynome divisant A et B divise E = D|E

DIE:FE=DQet E|D:D=EFEQ = D =DQQ" = deg(D) = deg(D) + deg(Q) + deg(Q’) = deg(Q) =
deg(Q') =0

DoncQ=cte=ket D=DQQ' = QQ' =QQ' =1=>Q =Q ' =k!

Ainsi : E=DQ =kD,k € K/(0)

Enfin : ¢cd(E) = ked(D) =k : donc E vérifie 3 & k=1« E = D. O

6 Plus Petit Commun Multiple

Proposition et définition. Soient A, B € K[X] tous deux non nuls.
Il existe un unique M € K[X] unitaire tel que AK[X]N BK[X] = MK[X]. On I'appelle le PPCM de A, B.

Il est caractérisé par :
1. A|M et B|M
2. VP € K[X], (A|P et B|P) = M|P
3. M est unitaire

Tout P vérifiant 1,2 est de la forme kM | k € K[X]/(0) et on dit que c’est un PPCM de A, B.

Démonstration. AB € AK[X]| N BK[X]

Car AB € AK[X],AB = BA € BK[X] Mais AB # 0 car A # 0, B # 0 (et car K[X] est intégre)
Donc : AK[X] N BK[X] # {0}.

Soit donc C € AK[X] N BK[X] non nul et de degré minimal.

Soit F' € AK[X] N BK[X] : faisons la division euclidienne.

F =QC + R,deg(R) < deg(C).

F e AK[X],C € AK[X] = QC € AK[X],doncF — QC € AK[X].

De méme : F'— QC € BK[X].

Donc : R € AK[X] N BK[X].



Algebre Polynoéme 8

Mais deg(R) < deg(C). Donc R = 0 (par le choix de C).

Donc F = CQ € CK[X|(VF € AK[X] N BK[X]).

Et donc : AK[X] N BK[X] C CK[X].

Réciproquement : C' € AK[X]|N BK[X] = C = AU = BV.

=VQ € K[X],CQ = AQU € AK[X]| = BQV € BK[X|(= CQ € AK[X] N BK[X]).
= CK[X] c AK[X] N BK[X].

C
Posons M = d(C) : alors M est unitaire et AK[X] N BK[X] = MK[X]

Montrons que M vérifie 1,2 et 3(évident).

M e AK[X] N BK[X] = A|M et B|M donc 1 est évident !

M vérifie 2 < (VF, A|F et B|F = M|F) & (VF, F € AK[X]n BK[X] = F € MK[X))
Evident puisque AK[X]N BK[X] = MK[X].

Donc M vérifie 1,2 et 3.

Enfin, soit F vérifiant 1,2, montrons que E = kM, k € /(0) et que si F vérifie 3, alors F = M.
E vérifie 1 < A|E et B|E & E € AK[X] N BK[X]

& F € MK[X]

< M|E

E vérifie 2 < (tout F tel que A|F et B|F vérifie E|F) = E|M car M vérifie 1.

Donc E|M et M|E d’ou (comme précédemment) : E = kM, k € K/(0)

De plus : cd(E) = ked(M) = k donc E vérifiant 3 & k=1 E = M.

Ce qui montre que 1,2 et 3 caractérise M. O

7 Lien entre PGCD et PPCM

Proposition et définition. Soient A, B tous deux non nuls. Soit D = PGCD(A, B) leur PGCD est unitaire.
Soit M = PPCM/(A, B) leur PPCM est unitaire. Alors :

Démonstration. Voir plus tard O

Algorithme d’Euclide. D se calcule par I'algorithme d’Euclide. A = BQ1 + Ry, degR; < degB

Les diviseurs communs & A et B sont les diviseurs communs & B et A — BQ1 = R,

Puis: B = Q2R1 + Ra,degRs < degRy On a de méme : PGCD(B, Ry) = PGCD(Ry, R2) etc... Cette succession
de divisions ne peut pas se poursuivre indéfiniment puisque les degrés des restes décroissent strictement :
deg(B) > deg(Ry) > deg(R3) > ...

Et toute séquence strictement décroissante dans N U {—oo} se termine. Or, tant que le reste est différent 0, on
peut continuer ’algorithme. Donc quand P’algorithme se termine c’est qu’on est arrivé a un reste nul :

Ry_o=QnR,_1 + R, avec R, # 0 dernier reste non nul.
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Rnfl - QnJran +0
Alots : D = PGCD(A, B) = PGCD(B, R,) = PGCD(Ry, Ry) = ... = PGCD(Ry_1, Rn) = PGCD(R,,,0) =
R,

cd(Ry)
Donc le PGCD(A, B) est le dernier reste unitaire non nul dans I’algorithme d’Euclide rendu unitaire.

(le plus grand diviseur unitaire de R,,).

Exemple.

A=X5—-X*+2X3+1
B=X°+X*+2X2-1
A=B-2(X*-X*+X?-1)=B-2R,
B=(X+2R —X*+X+1=(X+2)R — Ry
Ri=(X—-1)Ry—0

Donc PGCD(A,B) =D = X3+ X +1

Comme pour les entiers, on peut remonter le flot des divisions pour trouver des polynomes (Uy, Vy) tel que
D = AUy + BV (c’est ce qu’on appelle lalgorithme d’Euclide étendu). Dans I’exemple ci-dessus :
D=X3+X+1=(X"4+X4+2X%-1) - (X +2)(X* - X3+ X? - 1)

=B - (X+2)(-0.5)(A— B)

1 1
1
5( 1 1
D’ou la solution Uy = i(X +2)et Vp = fiX

1
X +2)A-;XB

Pour 'équation AU + BV = D (on verra plus tard comment en déduire toutes les solutions (U, V)...)

8 Premier entre eux

Définition. Deux polynomes A, B (nous tous deux nuls) sont dits premiers entre eux si PGCD(A, B) = 1.

Proposition. A et B sont premiers entre eux si et seulement si 3U, V € K[X] tel que AU+ BV = 1 (condition
de Bézout).

Démonstration. A et B sont premiers entre eux : & PGCD(A, B) = 1 & AK[X] + BK[X] = K[X]
< 1€ AK[X] + BK[X] = car 1 € K[X] < car si 1 € AK[X] 4+ BK[X], tous ses multiples y sont aussi. O
9 Lemme de Gauss

Proposition. Soient A, B,C € K[X] si C|AB et C et B sont premiers entre eux alors C|A *

Démonstration. C et B sont premiers entre eux < 3U, V tel que 1 = CU + BV
= A=CUA+ ABV = A € CK[X] Car CUA et ABV appartient a CK[X]. O
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Proposition. Soient A, B € K[X] non tous deux nuls.
Soit D leur PGCD (unitaire). Soient Uy, Vj tel que D = AUy + BV,
(ceux obtenus par exemple par 'algorithme d’Euclide étendu).

Alors la solution générale (U, V) € K[X]XK[X] de I’équation AU + BV = D est donnée par :

B

Démonstration. D = AUy + BVy = AU + BV

= AU -Uo) =B(Vo - V) = %(U—Uo) = %(Vo—v)

Donc %|%(U — Uy). Mais g est p;emier avec % (d’aprés Bézout)
Donc d’apres le lemme de Gauss : B\U - Up

On pose : U —;Jo = gS

1.e.U:U0+BSA s

On reporte dans : E(U —-Up) = B(Vo -V)

On obtient : %%S = %(VD V).

L’un au moins des polynomes A, B est différent de 0 (par hypothése). Quitte a les échanger, on peut supposer

B A A
que c’est le cas de B : on peut donc simplifier par D et on obtient : Vo — V = ES’ ie. V=1V, — BS. Cela

B A
prouve que toute solution (U, V) de AU+ BV = D est de la forme U = Uy + BS et V="V-— BS ou S € K[X].

B A
Et en fait n’importe quel S € K[X] donne une solution (U, V') puisque si U = Uy + BS et V=V — BS alors

AU—&—BV:AUO—FBVO—FA%S—B%S:D O

10 Décomposition en éléments simple

Proposition - formule de Taylor pour les polynoémes. Soit P € K[X], soit a € K P(X + a) = P,(X)
est un polynéme

Si P(X)=c, X" +c, 1 X" 1+ ..+ X+

On obtient :P(X +a) = cp(X +a)" + cn_1(X +a)" P+ ...+ c1(X +a) + co

=cp X"+ X+ L+ X + )

La formule de Taylor évite ce calcul et donne directement les coefficients :

ot p’ = pM ... sont les dérivées successives de P, définis par :

| k! ,
(X*) = kX*1 et (XF)0) = . = @ 7],)‘)('6—] sij<ketOsij>k

Démonstration. On peut considérer P(X — a) comme un polynéme en X — a :
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P(X)= Y M(X —a)"
k>0
(k)
1l s’agit de vérifier que A\, = b k'(a)
On sait que, par récurrence, Vj > 0 et Vk > 0 :
(X)) = B (X —apisij <k
—a = ———=(X—a j<
(k—j)! y
Vrai pour j = 0: ((X —a)F)© = (X —a)k = " .O)'(X —a)k=0
. k! . '
alors ((X — a)k)U+1) = — (X —a)k=7)
(X ) = G (X =)
=—(k—3j Y e N RNV S By R B —
_(k—j)!(k INX —a)fd _(k—j—l)!(X a)f 7 tsij<k—1let0sij=k.
Appliquons cela & P(X) :
P(X) = ¥ M(X —a)t
k>0
(4) — — a)*)(@)
= pV(X) = > (X —a)")
k>0
S M (X =t s e Py
= (X —a =\ — (X —a
= (k=) Tl S =)
4 PU)(a)
Et donc :PU)(a) = \;5! c’est & dire \; = 1 C’est bien le coefficient de la formule de Taylor.
O

11 Racines

Définition. Soit P(X) € K[X]. Soit a € K[X]. En substituant a & X on obtient un élément de K, qui sert

P(a). On dit que a est une racine de P si P(a) = 0.

Proposition. Soient P € K[X] et a € K Alors : a est racine de P. & X —a|P(X)

Démonstration. P(X) =Q(X)(X —a)+ R ou R = P(a) (voir TD). Donc X — a|P(X) < P(a) =0

Définition. Soient P € K[X],a € K. On dit que a est une racine d’ordre m de P (ou m € N*) si (X —a)™|P(X)

et (X —a)™*! ne divise pas P(X)

ILe (X — a)™ est la plus grand puissance de X — a et divise P(X).

Proposition. Soient P € K[X],a € K les assertions suivantes sont équivalentes.
1. a est racine d’ordre m de P.

2. P®(a) =0 pour 0 < k < m et P (a) # 0.

3. a est racine de P et racine d’ordre m — 1 de P’ sim — 1 > 1. Et si m = 1 a est racine de P et n’est pas

racine de P’.

Démonstration. Par la formule de Taylor :

=l pk) (5 *) (g
P(X)=Y" P )(Xfa)kJr(Xfa)m.ZP ( )(Xfa)’“*m:R(X)Jr(Xfa)m.Q(X)

k!
k=0 k>0

k!
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Cela montre que dans la division euclidienne de P(X) par (X — a), le quotient est Q(X) et le reste est R(X).
Donc (X —a)"|P(X) < R(X)=0

& P®@)=0,0<k<m—1

Donc : ((X —a)™|P(X)et (X —a)™"! ne divise pas P(X))

& (P®(a)=0, <k <m—1et P (a) #0). Cela prouve que (1) < (2)

Enfin il est clair que (2) < (3). Puisque (3) < P(a) =0 et (P)*)(a) =0 < P*tV(a) =0,0 <k <m —2et
(P (a) 0

& PW(a)=0,0<k<m—1et P (a) #£0. O

12 Reéduction de polynémes

Définition. On dit qu’un polynoéme A € K[X] non constant est irréductible (sur K) s’il n’existe pas de
décomposition A = BC avec deg(B) < deg(A) et deg(C) < deg(A)

A = BC avec deg(B) < deg(A) et deg(C) < deg(A)

< A= BC avec 0 < deg(B) < deg(A)

< A = BC avec 0 < deg(C) < deg(A)

Exemple. Tout polynéme de degré 1 est irréductible. En effet, on peut 'écrire A(X) = ¢d(A)(X — a) et il
est clair qu’on ne peut pas avoir A = BC avec deg(B) < 1 et deg(C) < 1 car on avait B = cte et C = cte donc
A = cte.

X?+1 €€ R[X] est irréductible sur R. En effet, si on avait X2+ 1 = B(X)C(X) ou deg(B) < 2 et deg(C) < 2.
Donc 0 < deg(B) < 2 et 0 < deg(C) < 2 (puisque deg(B) + deg(C) = 2) donc deg(B) = deg(C) =1

On pourrait donc écrire : X2 + 1 = A\(X — a).u(X — b) avec Au = 1 donc

X?+1=(X—-a)(X —0)

Et a,b seraient des racines (réelles) de X2 + 1 impossible ! Mais X2 + 1 n’est pas irréductible sur C puisque

(X2 +1) = (X —4)(X +1)

X* + 1 n’est pas irréductible sur R (bien que sans racine réelle...) car : X4 +1 = (X2 +1)2 —2X2 = (X2 +
V2X +1)(X? — v/2X + 1) Les deux polynomes sont irréductibles sur R.

Lemme. Si P € K[X] est irréductible (sur K) et ne divise pas A € K[X], alors P est premier avec A.

Démonstration. Soit D = PGCD(P, A), D|P et P est irréductible donc on n’a pas 0 < deg(D) < deg(P)
Donc deg(D) = 0 ou deg(D) = deg(P) donc D = 1 puisque D est unitaire et P = kD puisque D|P exclu car P
serait un PGCD de P et A et donc P diviserait A. Donc D =1, i.e. P et A sont premiers entre eux. O

Proposition, lemme d’Euclide. Si P € K[X] est irréductible et P|AB et P ne divise pas A alors P|B.

Démonstration. P est irréductible et P ne divise pas A donc (lemme précédent) P est premier avec A donc
(Gauss) P|B.
Faux si P n’est pas irréductible. Par exemple : (X — 1)(X — 2)[(X —1)%(X —2)(X —3) et (X —1)(X —2) ne
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divis pas (X —1)2
Mais (X — 1)(X — 2) ne divise pas (X — 2)(X — 3). O

13 Arithmétique des polynémes

Théoréme fondamental de ’arithmétique des polynémes. Tout polynéme A € K[X] non nul s’écrit

d’une fagon unique sous la forme :

A=cd(A) [T P

PcS

3 est ensemble des polynomes irréductibles unitaires de K[X], VP € S,vp(A) € N, et P € I, v,4) # 0 est fini
(donc le produit J[ Pv?(4) est en fait un produit fini.)

Pe
C’est la décomposition de A en facteurs irréductibles dans K[X]. v,(A) s’appelle la valuation de A en P.

Démonstration.
Exist A t lyno itai 1. S’il est irréductible, c’est terminé A Py €
xistence. ——— est un polyndme unitaire non nul. S’il est irréductible, c’est terminé : —— =
cd(A) oy ’ cd(A) "
S= ] P**™ ottwp(A)=1si P=Pyet 0si P # Py.
Pe
A
Si cd(A) n’est ni constant ni irréductible, on peut ’écrire : M = BC avec B, C unitaires tel que

deg(B) < deg(A),deg(C) < deg(A).
On raisonne par récurrence, on peut supposer que :
B= ] P'UP(B),C =11 pvr(C)

PES PES
Un polynoéme de degré 1 est irréductible donc le théoréme s’y applique : ce qui amorce la récurrence.

On a donc : =BC = Pve(B) pvp(C) et 1a décomposition existe, avec v,(A) = v,(B) + v,(C).
cd(A) Peg
Unicité. Supposons que [[ P"P = [[ P™? avec mp,np € N (nuls sauf un nombre fini d’entre eux).
PES PES

Il s’agit de montrer que np = mp, VP € . Supposons que ce ne soit pas le cas : il existe Py € & tel que
np, # mp,. Quitte & échanger les notations np, mp, on peut supposer que n,, > m,,. Alors :

Py I1 Pre =Py [ Pme.

PeX Pe
: WPy — 1M Py np __ m
ie.P, I1 P = [] P™r.
PecS Pe

ou np, —mp, > 0 donc Py divise le premier membre de 1’égalité. Mais il ne divise pas le second membre,
car sinon, d’aprés le lemme d’Euclide, il diviserait I'un des facteurs P € S/ {Py}, ce qui est impossible
puisque Py et P sont irréductibles, unitaire et distincts. ([Pp|P et P irréductible] = P = kP, ou k € K

et alors [P, P unitaire] = k=1, et donc P = Py ¢ &/ {Fp}. On a donc une contradiction d’o 'uniteé.

O

Corollaire. Soient A, B € K[X] non constants. Donc : A = cd(A) ] P*»“,B = cd(B) [[ P"#®) Alors :
PeS PeS

1. A|B ~ ’UP(A) < UP(B),VP € S
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2. PGCD(A,B) = H pmi”(UP(A)”UP(B))‘

Pe
3. PPCM(A,B) = [[ pre=(ve(A)wr(B)),
Pes
4 PGCD(A, B)PPCM(A,B) — — 2B
' ’ ") cd(A)ed(B)

Démonstration. 1. A|B < 3Q € K tel que B = AQ(Q # 0 car B #0)
ie. tel que [[ PP = [ pPori) [ Pvr@
PES PeS Pes
i.e. tel que VP € S, vp(B) = vp(A) + vp(Q).
i.e. que vp(B) > vp(A)VP € S
Réciproque si vp(B) > vp(A)VP € S on peut écrire vp(B) = vp(A) +np avec np € N (nul, comme
vp(A),vp(B), sauf pour un nombre fini de P) et on peut poser @ = [[ P"P, donc np = vp(Q) et on

PeS
remonte les équivalences précédentes jusqu’a B = AQ.

2. D= PGCD(A, B) est le plus grand diviseur (unitaire) de A et B :
VP e S :vp(D) <vp(A) et vp(D) <wvp(B) car D|A et D|B
donc VP € S, vp(D) < min(vp(A),vp(B)).

Et il faut le plus grand D vérifiant cela.

Donc vp(D) = min(vp(A),vp(B)).

3. M = PPCM/(A, B) est le plus petit multiple de A, B (avec vp (M) minimal : donc vp (M) = max(vp(a),vp(B)))
ie VP € S,up(M) > vp(A) et vp(M) > V,(B)
ie. VP € S, v,(M) > max(vp(A),vp(B))

4. PGCD(A,B)PPCM(A,B) = H pmin(vp(A),vp(B))+maz(vp(A),vp(B))
PES

— pvr(A)+vp(B) — pvr(4) pvr(B) — ) )
Pl;[% PI;[S Pl;[% cd(A) cd(B)

Autre corollaire du théoréme. Soit A € K[X] non nul.

A=cd(A). ] P*@ T P*A) =[(X - a))™Q

Pex Pex
[1 P»™), degP =1et [] PP =Q,degP > 1
Pe Pes

Ou les a; sont les racines de A et m; = vx_o(A) leurs multiplicités. Et @ est un polyndme sous racines dans K

En particulier :
Z m; < deg(A)

"La somme des multiplicités des racines d’un polynémes est inférieur au degrés de ce polynome".

Théoréme de d’Alembert.
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1. Dans C[X] les polynomes unitaires irréductibles sont les X — a,a € C. Donc tout polynémes A € C[X]
non constant s’écrit : A(X) = cd(A). ] (X —a;)™i. En particulier , il a deg(A) racines (comptées avec
leur multiplicité > m; = deg(A)). e

2. Dans R[X] les polynomes sont unitaires sont les X —a ot @ € R et les X2 + bX + c ot b,c € R avec

b?>—4c < 0. Donc tout A € R[X] non constant s’écrit : A(X) = cd(A) [] (X—a)™. T] (X2+b; X +c;)™.
Pes Pes

Démonstration. 1. (Dans C) : admis (hors programme)

2. (Dans R) : Soit A(X) € R[X] C C[X],de degré>1 et A (2) #0 < AM(2) £0
On peut appliquer le (1). Cela justifie que : z est racine de A de multiplicité
Dans C[X]A(X) = cd(A) [[(X —a;)™,a; € C m si et seulement si Z est racine de A de multipli-
Donc :A(X) = cd(A) [[(X —a;))™ . [[(X —a;)™  citém
Mais comme A(X) € R[X], si z est une racine com- Donc, dans [[(X — a;)" les sommes peuvent se

plexe de A, Z en est une aussi, avec la méme multi- regrouper par paires de conjuguées de méme multi-

plicité. En effet : plicités.

AX)=cnXN + ..+ X +co,c €R [I(X = zj)™i(X —z;)™

AZ) =0 cy2VN 4+ ..tz +c=0 = [I[(X — 2z)(X —%;)]™

SNt + .+ T +Z+G =0 [Tz — 2R(2))) X + |2;]%)™

S enZN 4 o+ e Z + co = 0(cxrels) =TI(X?% 4+ bj.X + ;)™

< A(Z)=0 oub; = —2R(z;) € R,¢; = |2]* € R, et bF—4c; <0
De méme AV)(2) =0,(0 < j <m—1) & AU)(Z) = puisque les racines z;,%; ne sont pas réelle.

0

Exemples typiques. (voir correction des ds et des dst) X™ — 1 et X™ + 1, il faut distinguer les cas :

n pair et n impair.

k k
m—1 i — —iT—
Le cas pair. — X?™ —1=(X-1)(X+1) [] (X—el m)(X —e ' m ) dans C[X]
k=1
m—1
— X 1= (X-1)(X+1) [T (X?- QCOS(LW]:)X + 1)dansR[X]
k=1
. 2k +1 2k 41
X2 yl= [ (X—e 2m )X -—e = 2m )dansC[X].
k=0
m—1 1
— X 41=J] X%2- 2008(2k i ™)X + 1),dansR[X]
k=0 m

mik -k

. — 1T
Preuve. Sur le cercle trigonométrique 2?°" =1=e*"* o z=em =e m,kcZ

X?™ 4 1 =facteurs complexes.
(2k + 1)im
Z2m —_1= eiﬂ'+2ki7r _ e(2k:+1)i7r = r=¢ 2m ,k c7
™ T

Exemple. m=1: X2 +1= (X — 615)()( - 6_12) = (X —4i)(X +1i) dans C[X]
= X2 +1 (irréductible) dans R[X]
m=2:X*+1=(X%2-v2X +1)(X?++V2X + 1) dans R[X]



Algebre Polynoéme 16

2mik 2mik
Le cas impair. — X2t — 1= (X —1) [[(X —e2m+1)(X —e 2m+ 1)dansC[X]
k=1
— Xl 1= (X -1) ﬁ (X2 — 2cos( 2mk )X + 1)dansR[X]
k=1 2m + ].
2k+1 2k+1

m—1 i —um
— X2l = (X +1) [] (X —e 2m+1)(X —e 2m+1)dansC[X]
k=0
2k+1
2m +1

Preuve. X?"*! — 1 = (X — 1).facteurs non réels
2mik

2l = =2k oy =e2m+1l ke

m—1
— X2l ) = (X +1) [T (X2 = 2cos( m)X 4 1),dans R[X]
k=0

X?2m+1 4 1 = (X + 1).facteurs non réels
(2k + 1)im
2mHl = ] = eCRHDIT o s — ¢ 2m+ 1 kecZ

14 Formules de Viéte

Pour terminer ce chapitre sur les polynoémes, voici les formules de Viéte qui expriment les coefficients d’un

polyndmes en fonction de ses racines.

Théoréme. Soit A € K[X] est un polyndomes de degré n > 1. On suppose qu’il est scindé dans K[X], c’est &

dire que
AX) =cd(A) J[(X — 25), 2 €K
i=1

Ecrivons :A(X) = a, X" + ap 1 X" '+ ...+ a1 X + ag Alors :

Gp—1 n
_ — T

ap
Gp—2 n
+ = ) w,
On 1<i<j<n
Gp—3 n
—— = > mmx
ap 1<i<j<k<n
ag
(-)"— =z1..2y
2%

Démonstration. Comme dans I’exemple, on écrit :
AX)=an X" +an 1 X" 1+ .. +a1X +ap
an(X —21)(X — z2)..(X — x,,)

an[ X" — (14 o+ 2) X"+ (Y mr) X"+ L+ (), O
1<i<j<n
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Deuxiéme partie

Fractions rationnelles

15 Définitions et généralités

A(X
C’est un quotient de polynomes : R(X) = BEX; Mais il faut définir cette notion (car il n’y a pas de division
dans K)
A(X X
Définition (informelle). Si A, B,C,D € K avec B # 0,D # 0, on dit que les objets BEX§ et O( ) sont

égaux si et seulement si on a :A(X)D(X) — B(X)C(X) =0

Cela définit ces objets qu’on appelle fractions rationnelles.

Définition (formelle). Les fractions sont les classes d’équivalences dans K[X].K[X]* pour la relation d’équi-

A
valence (A, B) ~ (C,D) < AD — CB = 0. On note B la classe d’équivalence de A, B

A
On note K[X] ensemble des fractions rationnelles sur K. On identifie le polynomes A € K avec la fraction T

(On va avoir que les opérations dans K[X] sur les A compatibles avec les opérations a définir dans K[X] sur les
A

)

Donc K[X] C K[X]

Nota Bene.

A
1

A
< A1—-Bl1=0< A= B donc A — T est injective.

Définition : Additions dans K[X].

A L C aef AD + BC
B D BD
j . ) Al c , AD+B'C'" AD+ BC
Démonstration. Si 55 et D= a t’on D = D ?
Autrement dit , a-t-o +O A/—I—C/‘?
remen ton =+ — = — + —7
b ’ B'D B D
. . S A A C )
Autrement dit : la somme des fonction est elle bien indépendante du terme 5 ou 5D ou ol La réponse est
oui car :
A A , ,
g g < AB'=A'B
~ ' Y
DD < CD' =C'D
EtalosA/—&—O/ A+C®A’D’+B’C’ AD + BC
rs — - = = ey -
B D B D B'D'! BD
< (A'D'+ B'C"YBD = (AD+ BC)B'D' < A’D'BD + B'C'BD = ADB'D’ + BCB'D’
& AB'D'D+ CD'BB' = AB'DD' +~ CD'BB’ O
Définition : Produit dans K[X].
AC g AC

5D - BDAvecC;éO
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Dé trati Si A tC_C’ ; AC_A’B’?
émons :{'ac on.A/é/B =gty =p _OnABD;/ 5D
(Z:Ji Cacr”: ﬁ = W = ACB/D/ = AIC/BD or E = E = AB/ = BA/
- == D'=C'D
A
Donc ﬁ = W = AB/C/D = ABIC/D O
A A B Al+Bl A+B
Remarques : Compatibilité avec ’identification A = T 1 + 7= —; = _|1—
AB AB
—— =—=AB
11 1
Définition (division ou quotient dans K[X]).
A
B def AD
C - BC
D
A A/ !
Démonstration. Si 55 et % = % autrement dit si AB’ = A'Bet CD' =C'D
A’ A
E_E AIB/_A£ Y _ Yall ' Al '
alorsQ—Q@B,O/—BC@ADBC—ADBC < A'BDC' = A’'BDC O
D’ D
A
A 7 A1 A
. oy sreg 5 . . 4 1 _41 A4
Remarque : Compatibilité avec ’identification A = T g c1i-C
1

Proposition. (K(X),+,X) est un anneau unitaire, intégre et commutatif (comme (K[X],+,X)). Et ainsi
(K(X), 4+, X) est un corps commutatif.
Ainsi K(X) est le corps des quotients de K[X]

A
Définition. Degré d’une fraction rationnelle : soient A, B € K[X],B # 0. On a deg(E) = deg(A) — deg(B)

!/

A
Corollaire. Si 5= alorsAB’ = A’B donc deg(AB’) = deg(A’B) donc deg(A) + deg(B') = deg(A") +

o
deg(B), donc deg(A’) — deg(B’) = deg(A) — deg(B) et donc deg(%i) = deg(%)
Proposition. Soient F, F' € K(X)
1. deg(FF’) = deg(F) + deg(F")
2. deg(F + F') < max {deg(F),deg(F")}
Démonstration. 1. F = %,F’ %; : deg(FF') = deg(égl/) = deg(AA") — deg(BB’) = deg(A) +

deg(A’) — deg(B') — deg(B) = deg(A) — deg(B) + deg(A’) — deg(B') = deg(F) + deg(F")



Algebre Fractions rationnelles 19

A A AB'+ A'B
2. De méme deg(F + F') = deg(E + §> = deg(T)

= deg(AB'+A'B)—deg(BB') < max {deg(AB’), deg(A’' B)}—deg(B)—deg(B’) < max {deg(F),deg(F")}

16 Théoréme de décomposition des fonctions rationnelles en éléments

simples
Maintenant on peut se diriger vers le théoréme de décomposition des fonctions rationnelles en éléments simples.

Lemme 1. Soit F € K(X). Il existe un unique polynome E € K[X](appelé partie entiére de F) et une
unique fonction R € K(X) tel queF = E+ R et deg(R) <0

A
Démonstration. Posons F = B ou A,BeK[X],B#0 O

Existence. Division euclidienne de A par B: A = QB + S, deg(S) < deg(B)

Donc F = % =Q+ % oil deg(%) = deg(S) — deg(B) < 0 Donc on peut prendre £ = Q et R = %
Unicité. Si F=FE+ R=FE+ R ou E,E’ € K[X],deg(R) < 0,deg(R’) <0

alors E — E' = R' — R d’oudeg(E — E') = deg(R' — R) < max(deg(R'),deg(—R)) < 0

Lemme 2. Soit F = € K(X) avec deg(F') < 0(A, By, By € K(X))

BBy
A A A A

1l existe une unique décomposition tel que F = =- 4+ 22 avec deg(=1) < Oet deg(=2 < 0 avec (Ay, Ay € K[X]).
By B By By

Démonstration. Existence. Bézout = 3U;, U; € K[X] tel que U1 By + UaBsy =1
A A(UlBl + UQBQ) AUy AU,
Alors = = +
BlBQ BlBQ B1 BQ
AU.
Rien ne garantit que deg(f) < 0 (i-e. que deg(AUs) < deg(B))

1
Faisons la division euclidienne :

AU; = QB1 + Ry,deg(R1) < deg(By). Alors :
Ry = AU + Q.Ry
Ry Ry Ry -
= 2 deg(F — 1) < F
et deg( B1) < 0 et deg( B, deg( B1) < max(deg(F), deg( B
On peut donc prendre A; = Ry, As = Rs.

AUz AU, Ry

= —+Q+

- A, _ R Ry
BBy B By By

B, B By

A Ay AL AL deg(A;) < deg(B;)
Unicité. Supposons que F = gl B—z = Bl 32
oo o deg(A}) < deg(BY)
A AL AL-A
1B L— QB 2 (A; — A))By = (44 — a2) By (égalité dans K[X]) Mais By, B2 sont premier entre
1 2

eux donc (Gauss) By|A; — A] et donc :A; — A} = @B d’ou deg(A4; — A}) = deg(Q) + deg(B)
Or par hypothése : deg(A; — A}) < max {deg(A),deg(A})} < deg(B1)

On a donc deg(A;—AY) = deg(Q)+deg(B1) < deg(B1) donc deg(Q) < 0, donc Q@ = 0 et donc A;— A} = 0.
r Al
Bt done 22-A2 _ A=A 4 4o punite (A} = Ay, Ay = Ay)
By By

O
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A
Lemme 3. Soit F' = ﬁ(A’ B € K[X],n € N*),avec deg(F) < 0. Il existe une décomposition unique de la

forme :

i: B—j ou A; € K[X],deg(A;) < deg(B)

Preuve par récurrence sur n.

A
Initialisation. Si n=1: F = 5 avec deg(F) < 0 donc deg(A) < deg(B) :ona A; =aetily a

évidemment unicité :

Al Ay A
§1:F:>§1:§:A’1:A:A1

Hérédité. Supposons le résultat (existence et unicité) acquis pour n. Montrons qu’il subsiste pour n+1.

A
Soit donc F' = BorT deg(F) < 0. Faisons la division euclidienne A = BQ + R,deg(R) < deg(B) donc
R Q

F= Bl + B ot deg(R) < deg(B).

R/ Q/ R/ _"_Q/B
Br+l T Br —  pntl

deg(R') < deg(B) implique R’ est la reste de la division euclidienne de A par B et Q’ le quotient (unicité

Et cette décomposition est unique car F = = R+ @Q'B = A et la condition

R
de la division euclidienne). On a donc, d’une fagon unique : F' = Bt + % avec deg(R) < deg(B).
Q. R
Noter que deg(ﬁ) = deg(F — W) < 0.
n
Or I'hypothése de récurrence garantit l’existence et l'unicité de la décomposition B = % ol
Jj=1

Qj € K[X,deg(Qj) < deg(B).

1A,
On a donc bien la décomposition unique : F' = Z B— avec A; =Q;(1<j<n)et A,y1 =R
j=1

A
Théoréme de décomposition en éléments simples dans K(X). Soit FF € K(X) : F = B ol A,B €
K[X],B#0

Il existe une unique décomposition :

F=FE+)> Z ” ou B = cd(B) H P! est la décomposition de B en facteurs irréductible unitaire.
i=1j=1 ;
Et A; € K[X], degEAij) < deg(P;), (1 < Jj <mn;) et E € K[X] (partie entiére de F).

Démonstration. On applique les lemme 1,2,3 :
Le lemme 1 donc E (quotient de la division euclidienne de A par B). Le lemme donne ensuite une décomposition

i
de F-E sous la forme Z ;)4

=143

et le lemme 3 décompose chacune de ces fonctions comme dans le théoréme. [

A n
Corollaire dans C. Soit F' = B € C(X),B =cd(B) [[ (X — a;)™ (Décomposition de B en facteurs irréduc-
i=1

tible unitaire cf le théoréme de d’Alembert).

i

15=1 (X —a)f )J

M:

)
Alors il existe une unique décomposition : F' = ou\jeC

3

Démonstration. En effet, a priori (théoréme ci dessus) \;; € C[X], mais deg(\;;) < deg(X — a;) donc au fait

les A;; sont des constantes. O



Algebre Fractions rationnelles 21

n m

A
Corollaire dans R. Soit F' = B € R(X),B =cd(B) [T(X —a)™ [T (X% +bpX + cx)™*
1 k=1

1= =
La décomposition de B est en fait irréductible unitaire dans R[X]. Alors il existe une unique décomposition :
F=Y Y 71—
=iz (X —a)

17 Partie polaire

A

Définition de la partie polaire. Soit F' = B € K[X],a € K est une racine de B (qui ne soit pas racine
de A), d’ordre m dit que a est un poéle de F d’ordre m. Alors la décomposition en éléments plus simples de F
s’écrit :
Flz) =3 —% 4 R(X) ot R(X) € K[X] f d ) le, 1 P

T) = —+ ou € est une fraction dont a n’est pas un pole, la somme —_

= (X —a) (X —a)

est la partie polaire relative au poéle a de la décomposition de F en éléments simples.

Exemple. F(X) =

! L L O L artie polaire relative au pole 0 et 1
—— = - — 0 On — par re r
X(X+1) X X+1 x bamer veaup X

polaire relative au pole -1.

la partie
1 p

Proposition. Soient F € K(X),a € K un pole de F d’ordre m :

F(X)= in: ﬁ + R(X) Alors : a; = (ml_j)'ﬁ((X —a)"F(X))

j=1
Démonstration. (X — a)"F(X) = 3" a;(X —a)™ + (X — a)"R(X).
=1

Dérivons m — j fois (X — a)™R(X) (Leibniz) :

dm—i m=j oyl

m=J )
(X —a)"R(X)) = v (X —a)™) P Rm—I-P)(X) = X —a)m P
g (=@ RO0) = X ()X —a™) ()= % X o)
m—j
Orl<m-j<m-1=m-—p>1ldonc W((X—Q)WR(X)NX:GZO.
Bt done ——— (=2 ™I ((X — @) F(X)) [xoa = ——(~2)" (3> ax(X — @)™ ) x—q = a;(Taylor)
O =) ax “ X=0 T m = )1 dX 2 a X=a = a;(Taylor).
O
1 a b c d e
Exemple. F(X)ZWZF_FX_F(X—1)3+(X—1)2+X—1
_1d P SV B
c:(X—1)3F(X)|X:1:ﬁ\X:1:1
d -2
d= dx;l(z(x —1)°F(X))|x=1 = ﬁ\le =2
1 1 2 3
e= 5@(()( - 1)3f(X))|X:1 1: g(gﬁ)/\xlﬂ = ﬁb{:; =3 )
Ainsi F(X) — +

TXX 1P X2 X T (X—1p (X—1P T X-1
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Remarque. Avant de se lancer das la décomposition en élément simples d’une fonction rationnelles F'(X) =
A(X)
B(X)
B.

, on a intérét & simplifier la fraction (8’il y a lien), c’est & dire & supprimer les facteurs communs & A et

S’il y a des facteurs irréductibles du second degré dans B(X)(e€ R[X]) il n’y a pas de formule simple analogue

a celles d’une partie polaire pour la partie correspondante de la décomposition en éléments simplesﬂ

1. Voir TD
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Troisiéme partie

Espaces vectoriels

En gros, un espace vectoriel, c’est un ensemble d’objets ("vecteurs") qu’on peut ajouter entre eux et multiplier

par les éléments d’un corps K ("scalaire").

18 Définitions et généralités

Définition. Un espace vectoriel en un corps K (ou K-ev) est un ensemble E non vide muni de deux opéra-
tions :

— Une "addition" ExX E — FE: (z,y) = z+y

— Un "produit par les scalaires" : K x E — FE, (\,x) = Az

Avec les propriétés suivantes.

1. (E,+, X) est un groupe commutatif, i.e :
— Associativité (z +y)+z=z+ (y + 2)
— Il existe un élément de E, noté 0 ou 0, ("vecteur nul") tel que z+0=0+z ==
— Tout = € E admet un (unique) opposé —z : (—z)+x =2+ (—z) =0
— Commutativité x +y =y + =

2. Distributivité des scalaires : VA, p € K,z € E.(A+ p).x = A\ + px

3. Distributivité des vecteurs : A(z +y) = Az + Ay

4. Vap e K Ve € E: (Ap)x = \(px)

5. lr ==
Nota Bene. Les éléments de E sont appelés vecteurs et ceux de K sont appelés scalaires.

Quelques propriétés immédiates.
— Oz =0eneffet ( A+0)z=Xx+0x=0x=0
— De méme A0 = 0g en effet A(x + 0g) = Az + \0g = \0g = 0g
— M—z) ==Xz :car A(—z)+ Az =A(—2z+2) =0 =0g
— M =0=XA=0gouz=0g:eneffet,si \v =0, et A # 0,z =1lo = (A" Nz =1"1(\1) =0p.

Exemples d’espaces vectoriels. (K" +,—) ot (z1,....,2n) + (Y1, -, Yn) = (T1 + Y1, -0y Tny + Yn) €t Az =
A1, o n) = Az, .o, Azy) € K™ et K — ev

K[X],K(X) sont des K — ev

L’ensemble des fonctions d’une partie A de R dans R. f(A,R) estun R—ev: (f+g): (f+9)(a) = f(a)+g(a),
(Af)(a) = Af(a).

En particulier C°(1,R) fonctions continues pour un intervalle I de R

C*(I,R) fonctions continuellement dérivables I de R.
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L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaires (sans second membre) est un R —ev : par exemple

Pespace des solutions de y” + a(z)y’ + b(z) =0

K[X] est un K—ev mais ’ensemble des polynomes de degré égaux n n’en n’est pas un! En effet, X" 4 (—X") =0

n’est pas de degrés n!

19 Sous espace vectoriel.

Définition. Si F est un K — ev, un sous espace vectoriel F' de E est un sous ensemble non vide de E qui est

un K — ev (pour les mémes, +, x)

Proposition. Soit F tel que ) # F C E. F est un K — ev si et seulement si il est stable par combinaison

linéaires, i.e Vz,y, € E\Vu, A€ K, (z,y € F) => A+ uy € F

Démonstration. La stabilité par combinaison linéaire signifie que +, x : ExFE — FE envoie F' x F dans F
(zr,y€e F=ax+y¢€ F prendre A\ = p=1). Et que K x F — E envoie KeF dans F(z € F,A€ K= Az € F)
et touts les propriétés (1) & (5) dans la définition d’'un K — ev sont satisfait pour tous les vecteurs de E, donc
a fortiori pour les états de F (puisque F' C E) Donc (F,+, x) (ou ,+, X sont les restituons des opérations

ExXE—-EKxE—-FEaAFXxF— FKxF — F respectivement) est un K — ev. O

Remarques. Un sous espace vectoriel contient nécessairement le vecteur nul de E (qui n’est pas celui de F).
En effet F' # () par définition, donc soit # € F', F est stable par combinaison linéaire donc z — x € F et donc

Op € F (et donc Og = 0p). Donc si F' # 0 ,F n’est peut pas étre un sous espace vectoriel de E!

Exemple. L’ensemble des solutions de y”(x) 4+ y(z) = 1 ne continent pas 0 (fonction nulle), donc ce n’est pas

un sous espace vectoriel de C?(R,R).

Définition de la famille. Soit F un K — ev. Soit A une partie de E. Soit (z;);c; une famille de vecteurs
de E indexée par un ensemble I quelconque (Par exemple, si [ = {1,...,n} ), une famille (z;);cs est un n-uplet

(21, ...2,) de vecteurs de E : (21 € E,...,z,, € E).

On appelle sous espace vectoriel de E engendré par A et on note VectA ’ensemble des combinaisons linéaires
d’éléments de A, c’est & dire I'ensemble des Ajaq + ... + Apa, ot n € N* (quelconque), \; € K(1 <i<n),a; €
A(l1 <i<n).

Il est clair que Vect(A) est non vide si A # () et stable par combinaisons linéaires, donc il est bien un sous
espace vectoriel de E si A # (). Si A # () on convient que Vect(0) = {0} .
On appelle sous espace vectoriel de E engendré par (x;);cr et on note Vect(x;);cr ’ensemble des combinaisons

linéaires formée avec les x; , c’est & dire les sous espace vectoriel engendré par les éléments de la famille.
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Proposition. Vect(A) et le plus petit (au sens de l'inclussions) de sous espace vectoriel de E contenant A.

Démonstration. Tout sous espace vectoriel de E contenant A contient les combinaisons linéaires d’éléments

de A (car il est stable par combinaison linéaire), ie il contient vect(A). O

Remarque. Soient F.G deux sous espace vectoriel d'un K —ev E. En général , F' UG n’est pas un sous espace
vectoriel de E.
Mais on remarque F + G = {(x,0) + (y,0).x € R,y € R} = {(z,y): 2z € R,y € R} = R? est le sous espace

vectoriel de E = R? égal & E lui méme. C’est un fait général.

Proposition. Si F,G sont deux sous espace vectoriel d'un K — evE, F + G = {z+y:z € F,y € G} est un
sous espace vectoriel de E. Plus généralement , si (F;);cr est une famille de sous espace vectoriel de E, et si

on note Y F; 'ensemble des sommes finies Y x; ou x; € F;. Le tous les z = 0 sauf peut étre un nombre fini
iel i€l
d’entre eux.

Alors ) F; est un sous espace vectoriel de E (Le cas de F' + G correspond & I = {1,i},Fy = F, F» = G).
i€l
Démonstration. 1l est clair que Y F; est non vide (il contient 0 = > 0) et qu’il est stable par combinaison
i€l i€l
linéaire : A"z +p Y af = > (A + pxl). O
i€l i€l i€l

Exemple. Dans K[X], I’ensemble des polynémes pairs (P(X) = P(—X)) est Y, KX? qui est un sous espace

i€N
vectoriel de K[X] (ou KX? X € K) et les polynomes pairs sont les > az; X?* qui sont bien les éléments de
ieN
Z KX2’L
ieN

Proposition. L’intersection de deux sous espace vectoriel F,G de E est un sous espace vectoriel de E. Plus

généralement, si (F});cr est une famille de sous espace vectoriel de E, (] F; est un sous espace vectoriel de E.
il

Démonstration. v,y € (| F, =Viel :x,y € F; ,donc Vi € I,VA\,u € K: Az + uy € F; et donc (| F; est

el
stable par combinaison linéaire (et évidement # () donc c’est un sous espace vectoriel de E. O

20 Famille

Définition famille libre. On dit qu’une famille (v;);cr de vecteurs d’'un K — ev, E (resp qu’une partie B de
E) est libre si :
DA =0=Vie I, \;=0.(resp Y. Mv=0=VV € L,A\y =0)

iel veL
Ou il est sous entendu que les sommes sont finies, i.e. {i : A\; # 0}ini (resp, {v : A\, # 0} fini).

Définition famille liée. On dit que (v;);cr (resp une partie de A) est liée si elle n’est pas libre ie il existe

une relation linéaire non triviale (ie les A; ne sont pas tous nuls) > Av; = 0 (resp Y. A\yv = 0 avec A, non
iel vEA
tous nuls).
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Définition génératrice. On dit que (v;);es (resp une partie G de E) est génératrice si Vect(v;)icr = F

(resp Vect(G) = E) ie si tout vecteur w de E s’écrit w =Y \jv; (resp w = Y Ay0)
% veG

21 Bases.

Définition base. On dit que (V;);cs est une base (resp qu’'une partie B de E est basique, ou est une base) si

elle est libre et génératrice.

Remarque.
— Une partie contenue dans une partie libre est libre.
— Une partie contenant une partie liée est liée.

— Un partie contenant une partie génératrice est génératrice.

Proposition (Caractérisation d’une base).

1. (Vi)ier (resp B C E) est une base si et seulement si tout vecteur v € E s’écrit de facon unique :

u=> x;v; oux; €K (respu= > x,vouz, €K)
i€l vEB

2. Soit G une partie génératrice de E. Une partie L C G est une base si et seulement si c¢’est une partie

maximale dans G (ie elle est libre et Vg € G\ {L},L U {g} non libre).

3. Une partie B de E est une base si et seulement si elle est génératrice minimale (ie elle est génératrice

et Vv € B, B\ {v}

Démonstration. 1. (Vi)er est une base
< (Vi)ier libre et génératrice (def).
& tout w € F gécrit u =Y x;v; cet Y xiv;=0=>Viel,z; =0
i€l iel
= tout u € E sécrit u = > x;v; et de fagon unique car > zv; = > zhv; = Y (¢ — x)v; = 0 =

7 7

Vi, x’

z—xiz()

< tout u € E s’écrit u =Y x;v; et de fagon unique (en particulier > x;v; = 0 = Vi, z; = 0)
i i

2. L libre maximale dans G
< L libre et Vg € G\ L, L U {g} non libre.

< L libre et Vg € G\ L, il existe une relation non triviale > U{g} A,v =01ie > Ayv+ X9 =0
veL veL

= )\, non tous nul

(avec Ay # 0 )sinon on avait > A,v = 0 non triviale = A,v = 0 non triviale
veL
= L non libre

1
< Llibre et Vg € G\ L,3\; # 0 et des \, tel que g = —— >~ Ayv € Vect(L)
g veL

< Llibre et G\ L C Vect(L)

< Llibre et G C Vect(L)(carG = LU(G\ L))
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< L est libre et génératrice (car G C Vect(L)) = E = Vect(G) C Vect(Vect(L)) = Vect(L) =
Vect(L) = FE
L base.

B génératrice minimale. Si B n’était pas libre, on aurait une relation non triviale > .z =0, avec di-

z€EB
1
sons zp € Btel que A, # 0et donc Y \{z0} Azz+ Az 20 = 0avec A, # 0d’ot zp = — S\ {z0} Azz.

z€EB zo z€B

Et donc zg € Vect(B \ {z0}) Prenons v = 2y, alors v € Vect(B \ {v}) donc toute combinaison linéaire
de vecteurs de B = (B \ {v}) U {v} se récrit comme une combinaison linéaire de vecteurs de B\ {v} (en
1
remplagant v par —— Y. A.z) donc B\ {v}
Ay zeB\{v}
Donc B non libre = B non minimal (comme partie génératrice) et par contraposéé, B génératrice mini-
male = B génératrice et libre = B est une base.

Réciproquement, si B est une base, elle est génératrice minimale car sinon il existerait v € B tel que

B\ {v} génératrice, donc v € Vect(B\ {v}),iev— > . Ayw =0, et donc B ne serait pas libre!
weB\{v}

Exemples de bases. Dans K" = {(z1,...,z,) : 21 €K, ...z, € K}.

Soient

er = (1,0,...,0)

€y = (0, 1,0, 70)

ei = (0,...,0,1,0,...,0)

en = (0,0,0,...,0,1)

La famille (e;);cq1,....n} = (€1,€2,...,en) est une base de K" (appelée la base canonique de K”) .En effet , tout

v € K" g’écrit de maniére unique v = x1.e1 + ...xpen = (21,0,...,0) + ... + (21, ..., 24)

Pour n =2: (x1,22) = 1(1,0) + 22(0,1) = z1e1 + x2e9

((1,0),

(0,1)) est la base canonique de R? (ou K?).

Tout polynome de K[X] s’crit de maniére unique 3 a; X", donc (X°, X1, ...) = (X");en est une base de
K[X]. =

Toute fraction rationnelle de K(X) a une unique décomposition en éléments simples, donc on a une base
de K(X), formée des (X');cn est des % ou j < deg(P), P irréductible dans K[X], k € N*.

C comme R — ev : une base est {1,4} (car tout z € C s’écrit de maniére unique z = x + i, avec z,y € R).
Une autre base est {1,z} par exemple.

C comme C — ev a pour base 1, car tout z € C s’écrit de fagon unique z = 2.1,z € C et n’importe quel

w € C* forme une base de C car Vz € C,z = (i).w.
w
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Définition. On dit qu'un K — evFE est de dimension finie s’il admet une partie génératrice finie.

Exemple. K", car il est engendré par sa base canonique. (eq,...,e,) o e; = (0,...,0,1,0,...,0) € K"

Contre-exemple. K[X] n’est pas de dimension finie, car si {P,..., Py} est une partie finie de K[X], toute
combinaison linéaire, A\yP; + ... + A\ Py est de degré < max {deg(P)),...,deg(Py)} = m et donc X™*! ¢
Vect {Py, ..., Py} n’engendre pas K[X].

Lemme (extraction d’une partie génératrice finie). Soit E un K — ev de dimension finie. Soit G' une

partie génératrice de E. Alors G contient une partie génératrice finie Gy.

Démonstration. E est de dimension finie. Donc il contient une partie génératrice finie F' = {f1, ..., fx }. G est
génératrice, donc f; est combinaison linéaire d’un nombre fini d’éléments de G : f; € Vect(Fy) ou Fy C G, Fy
finie.

De méme : fo € Vect(Fy),...,fr € Vect(Fy) ou Fs,...,F} sont des parties finies de G. Donc fi,..., fr €
Vect{Fy U...UFy}.

Or tout vecteur de E est une combinaison linéaire de f1, ..., fx donc il est combinaison linéaire des éléments de
L U..UF.

Donc Gy = Fy U ... U F, répond a la question (c’est une partie génératrice finie de G). O

Théoréme de la base incompléte. Soit £ un K — ev de dimension finie, non réduit a {0}. Soient L une
partie libre de E et G une partie génératrice. Il existe une base B de F tel que L C B C LUG.
Autrement dit toute partie libre peut étre complétée en une base en y adjoignant éventuellement des vecteurs

pris dans une partie génératrice donnée.

Démonstration. Soit Gy C G une partie génératrice finie (cf le lemme). Considérons une partie S de Gg
maximale telle que LU .S soit libre. Il existe des S C G tel que LU S soit libre; L U est libre : Puisque G est
finie, donc n’a qu’un nombre fini de parties, toutes finies, il en existe au mois une qui a le plus grand nombre
d’éléments. Alors L U S est libre maximale dans la partie génératrice L U Gy. Donc c’est une base (d’apreés la

proposition de caractérisation des bases.) O

Lemme. 1l yan+ 1 vecteurs dans un espace engendré par n vecteurs sont liés.

Preuve (récurrence).

Initialisation

n=1:

uy,ug € Vect(v) Donc u; = Ajv, us = Aqu.

Si A1 Ao sont nuls, alors u; = us = 0 et on a la relation linéaire non triviale u; — us = 0.
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Si A1, A2 ne sont pas tous les deux nuls, on a la relation linéaire non triviale Agu; —Ajug = 0 (car AgAjv— A Aqv =

0). Donc pour n = 1, I’énoncé du lemme est vrai.

U1 = a11vV1 + a2z + ... + a1pVn

U2 = G21V1 + A22V2 + ... + A2nVn
Hérédité On suppose I’énoncé vrai pour n—1, montrons qu’il est vrai pour n.

Up+1l = Ap+1,101 + Gpy22V2 + ... + Apt1,nUn

Si tous les a;, sont nuls (1 < i < mn+ 1) alors uy, ..., up, unt1 sont des Vect {vy,...,v,_1} donc {uq,...,u,} est

lice (hypothéses de récurrences) et a fortiori {us, ..., Un, ty,+1} aussi.

S’il existe au moins sur ¢ € {1,...,n + 1} tel que a;;, (quitte & renuméroter).

A2 A2 . A2n
Alors us — —wuy € Vect{vy,...,v,—1} car dans us — ——wu; le coefficient de V,, est : as,, — —ay, = 0.
a a

A1n in in
o as An+1,
De méme : Uz — ——y, ..., Upy1 — —ntbng e vect(vy, ...Vp—1)-
Ain in
N , az as Ap+1, ., .
L’hypothése de récence montre que ty — ——tuy, Uz — —tiy , ..., Uni1 — ———"uy sont liés. Il existe Ag, ..., Ant1
A1n A1n 1n

a a
non nuls tel que Ag(ug — ﬂul +o A (Ung1 — LLnul) =0.

in A1n
ntl (0779
< Ao+ F App1nrr — (D0 N Ju1 = 0 qui est une relation linéaire non triviale (car Ag, ..., A1 non tous

i=2 A1n

nuls) entre ug, ..., Up11,Uq-

Théoréme de la dimension. Soit E un K — ev de dimension finie non réduit & {0}. Toutes ses bases sont

finies et ont le méme ombre d’éléments qu’on note dim(E) et qu’on appelle la dimension de E.

Démonstration. D’apreés le théoréme de la base incompléte avec L = {u1},u; # 0, il existe une base B tel
que L C B C LUS avec S finie, donc B est finie. Soit n le nombre d’éléments de B. Soit B’ une autre base
de E. Si B’ contenait plus de n éléments, elle serait liée (d’aprés le lemme précédent) et donc B’ ne serait plus
une base. Donc card(B’) < card(B). Le méme argument en échangeant B’ (dont on sait maintenant qu’elle est

finie) et B montre que card(B) < card(B’). Donc :

card(B') = card(B)

Corollaire. Soit F un K — ev de dimension n.
1. Toute partie libre a au plus n éléments.
2. Toute partie génératrice a au moins n éléments.

3. Une partie & n éléments est une base si et seulement si elle est est libre.
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4. Une partie a n éléments est une base si et seulement si elle est génératrice.

5. Tout sev F' de E est de dimension finie : dim(F') <n. De plus : dim(F)=n< F=FE

Démonstration. 1. D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter toute partie libre L en

une base (a n éléments), donc card(L) < n.

2. L’argument dans le théoréme de la base incompléte est valable méme si L = ). donc VG génératrice, il

existe une base B C G Et card(B) = n, donc card(G) > n.

3. Soit L libre & n éléments. On peut la compléter en une base B, & n éléments donc L = B, donc L est

une base.

4. Soit G génératrice & n éléments. Elle contient une base B, & n éléments, donc G = B, et donc G est une

base.

5. Si F =Vect{ui},u; # 0: {u;} est libre et génératrice et c’est une base : dim(F)=1.Si F D Vect{us}
strictement, il existe us # 0 dans F tel que uz ¢ {u;} strictement, il existe ug # 0 dans F tel que
ug ¢ Vect{u1}, donc F D Vect {ui,uz} et {u,us} est libre. Si {uy,us} engendre F, c’est une base et
dim(F) =2 < dim(FE) (puisque ui,us € E).

On arrive & F' D Vect{u1,...,up} et upr1 € F tel que upy1 ¢ Vect {uy,...,up} donc {uq, ..., up, Upy1}
libre, donc p+ 1 < n. Donc le processus finit par s’arréter, i.e. il existe p < n tel que {u1,...u,} engendre
F' et donc dim(F') = p est finie (et dim(F) < dime(E) puisque {u1,...,up} C E).

Enfin si dim(F) = n, soit (f1,..., fn) une base de F' : c’est une partie libre de e & un élément donc c’est

F=Vect{f1,....,kn}
une base de E et donc .D’ou F = E.

E=Vect{f1,.., fn}

22 Dimension

Convention.

dim {0} = 0

Noter que {0} n’a pas de base car son unique vecteur 0 est lié (1.0 = 0 : relation linéaire non triviale)

Maintenant, voyons deux propriétés essentielles de la dimension :

Proposition. Soient E, F' deux K—ev de dimensions finies. Le produit (cartésien) ExXF = {(z,y) : x € E,y € F'}
est un K — ev de dimension finie : dim(E x F) = dim(E) + dim(F).

Démonstration. Le fait que F x F' soit un K — ev est asinitrottant.
Soient (e, ..., e,) une base de E (dim(E) =n) et (fi,...fx) une base de F' (dim(F) = k)
Tout (z,y) € E x F s’écrit de maniére unique :

n k n k n k
(z,y) = (32 wiei, 2 yify) = (20 wies, 0) + (0, 3oy f5) = X wiler, 0) + 3 w;(0, f5)
1=1 7j=1 =1 J=1 =1 Jj=1

Donc ((e1,0), ..., (€r,0), (0, f1), ..., (0, fx)) est une base de E x F’ (car génératrice et écriture unique pour chaque

(z,y) € Ex F). |
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Exemples. dim(R?) = dim(R x R) = 2dim(R) = 2
dim(R?) = dim(R x R x R) = 3dim(R) = 3

Nota benne. dim(E; X...x E,,) = dim(Ey)+...+dim(Ey,) si Ey, ..., E,, sont des K—ev de dimension finies.

Proposition (Théoréme ou relation de Grassmann). Soient V,W deux sev de dimensions finies d’un

K — ev E (de dimension finie ou non). Alors V' + W est de dimension finie et
dim(V + W) = dim(V') + dim(W) — dim(V N W)

Démonstration. VNW est de dimension finie (cart c’est un sev de V). Soit (ey, ..., e;) est une base de VNW.

On la compléte en une base de V, disons (ey, ..., €k, €x+1, -.-, €n) 00 n = dim (V). Par ailleurs, complétons 1a
aussi en une base de W, disons (ey, ..., e, €} 41, ...€y,) ot m = dim(W).

VeW={az+y:zeV,yeW}

= {)\161 o Aker + Ak 1€ri1 o T Anen €1 A o A prer 1€ o m€y P AL e A e i € K}
— {(/\1 +pa)er + oA Ak + pr)er + Arp1ergr + oo+ Anen + prg1€fy g + o+ ume’m}

LA, ey Moy Ty ooy Akt Ts ooes Ampy kb1 oeey o, € KF

= {alel oAkl Ak 1€ o T Anln F e 1€y F o T €, DO e Qe Akt 1y e Ay M 1y oy fim € K}

— !/ /
= Vect {61, cees €hy Chp 1y ey €y €y 1 veny em}.

Plus directement (ce qu’il faut savoir) :

V+W =Vect{es,..., ek, ki1, ...,en} + Vect {el, ey €hy €y 15 een €] }

n

— / /
= Vect {61, veey €hy €l Ly ony €y €15 eeey Choy €y 1y ey en}.

Donc {e1, ..., €, €1, e €ny Efy1, o €y » €St Une partie génératrice de V + W.
Vérifions qu’elle est libre :

Arer + oo+ Aper + Appi1€rq1 + oo+ Apen = —=(Njp1€hp1 + .. + Aler,) € VN (¥).

(2% cw
S A1 == Ay =06t Ny = o= Ny, =0

= Aeg + ... + Agep, = 0 (ce qu’il reste de (*))
A1 =...= X =0 (car (eq,...,e) est libre).
Donc {61, ceny €hy CRp Ty vy €y €3y 15 oons e%} est libre, et donc c’est une base de V+W (partie génératrice et libre).

Donc : dim(V+W) = card {e1, ..., e, €xt1, -, €€}y 15 ns €1 } = ntm—k = dim(V)+dim(W)—dim(VNW). O

Définition. Soient V. W deux sev d’'un K — evE.
1. On dit que la somme V + W est directe si VN W = {0}. Dans ce cas, on la note V& W.
VW = {0}

2. On dit que V et W sont supplémentaires (dans E) si E =V @ W ; i.e. si
V4+W=EFE
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V =R(1,0
Exemple. Dans R?, prenons (1.0)

W =R(0,1)
VNW = {(0,0)} le seul vecteur de R? qui soit a la fois de la forme (z,0) (donc y = 0) et de la forme (0,y)
(donc z = 0).
Et V4+4W = {(z,0) : 2 € R}+{(0,y) : y € R} = {(z,y) : * € R,y € R} = R% Donc V et W sont supplémentaires
(dans R?)

Mise en garde. Dans 'exemple ci dessus, W est un supplémentaire de V', mais ce n’est pas le seul. Soit
W’ =R(a,b) ou b # 0. (a quelconque) : alors on a aussi VNW’ = {(0,0)} (car (z,0) = (au,bu) = bu =0 =
u=0= (au,bu) = (0,0)

et V+ W' =Vect{(0,1),(a,b)} =R? donc R? =V & W'.

C’est un fait général : il n’y a pas unicité du supplémentaire, il y a toujours une infinité de supplémentaires

d’un sev V sauf si V' = 0 ou le seul supplémentaire est E. Ou si V = F le seul supplémentaire est 0.

En particulier, ne pas cofonder supplémentaire (notion algébrique, non unique) et complémentaire

(notion ensemblistes, unique).

Proposition. Soit £ un K — ev de dimension finie. Soient V, W deux sev de E. Alors la somme V + W est

directe si et seulement si dim(V + W) = dim(V') + dim(W)

Démonstration. dim(V + W) =dim(V) +dim(W) < dim(VNW)=0VNW = {0} O
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Quatriéme partie
Applications linéaires

23 Définitions et généralités
Définition Soient F, F' des K — ev. Une application ® : F — F est dites linéaire si :

Vr,y € EVA pe K: ®(Ax + py) = A@(x) + pd(x)

Nota Bene. Si ¢ est linéaire, alors (par récurrence) :

k k
le, ey Tk inE,V)\l, ...,)\k eK: (I)(Z )\L.TLL) = Z )\Z(I)(Jil)
i=1 i=1

Exemples.
1. & : R — R est linéaire si et seulement si elle est de la forme ®(z) = ax ot a = cte. En effet : ® linéaire
= Vo e R, &(z) = (l.x) = 2P(1).
2. ® : R? — R est linéaire si et seulement si ®(z,y) = ax + by ot a,b sont des constantes. En effet : ®

linéaire < ®(z,y) = ®(x(1,0) + y(0,1)) = z®(1,0) + yP(0, 1).

K[X] — K[X] F(R,R) —» F(R,R)

3. & .Et U sont linéaires.
P(X) - X.P(X) x — x.f(x)
K[X] = K[X] C*®(R,R) —» C*(R,R)

4. .Et U sont linéaires.
P(X) — P'(X) f=1r

Proposition et notation. On note L(E, F') Pensemble des applications linéaires de E dans F.
L(E,F) est un K—ev. [Pour les opérations évidentes : (2+V¥)(z) = ®(z)+¥(z)Vz € E, (AP)(z) = A\P(x) (A€
K,z € E)].
dim(E) < oo
Si alors dim(L(E,F)) < oo et dim(L(E, F)) = dim(E) x dim(F).
dim(F) < oo

Démonstration. L(E,F) est un K — ev : Si dim(E) < oo,dim(F) < oo, soient (eq,...,e,) une base de E,
(f1,--, fm) une base de F.

Soit & : F — F.

i ziai; f(e)-
15=1

On voit que ® est entiérement caractérisé par les a;;.

® linéaire = Vo = x1e1 + ... + Tpen € B, 0(x) = O(D mie;) = > 2, P(e;).
i=1 i=1

NE

Posons ®(e;) = Y a;;b;. Alors ®(z) =
j=1

K2
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Montrons que les applications linéaires ®;; définies par ®;;(e;) = f; et ®;;(ex) = 0 si k # i forment une base

de L(E, F). Soit ® € L(E, F) : &(x) i

ﬂM:

Osik #1i

'MS

Il
-

D(ei) = g Dijler) = 30 3 aBuyles) car Byyle;) =

J k=1j=1

(bij(ei) sik=1
Comme P est caractérisée par I'image des e; (puisque ®(z) = Y 2;®(e;)). On a donc :

=22 ap P = Z ®,; et donc la famille (® ”)fflém est génératrice de L(E, F).
k=1j=1 i=1j=1 SJ=m

Et elle est libre car : Z Z a;j®;; =0=>Vke{l,..,n}, Z Z i ®ijler) =0

=1 7=
= > ap fx =0
j=1
= VkB{1,..,n},Vj e {1,..,m}, arj =0.

Donc (®;;) n<i<m est une base de L(E, F) et donc dim(L(E,F)) =n x m.
1<j<m

Proposition. Soient ®, ¥ € L(E, F) (on note simplement : £L(E)). Alors To® € L(FE). Plus généralement : si
e L(E,F)et Ve L(E,F)alors Vo® € L(E,G) (ou E, F,G sont trois K — ev).

Démonstration. Vod(Ax+py) = UV(P(Ax+ py)) = VAP (z) + ud(z)) = AV (P(x)) + p¥(P(z)) = AWod(z) +
p¥od(y) O

Proposition. Soit F un K —ev : (L(E),+, x,0) est un K — algébre , i.e
1. (L(E),+, x) est un K — ev.

2. Distributivité a droite (¢ + ¥) + O = $0O + V0O
Distributivité a gauche : ©o(® + ¥) = ©o®P + B0d.

3. Jeu entre x et 0 : (A®)o¥ = Po(ATV) = APoT

Démonstration. 1. Déja vu

2. adroite : (P+¥)oO(x) = (P4 TV)(O(z)) = ®(O(x))+ ¥(O(x)) (définition de + dans L(E)) = ®PoO(x) +
VoO(z) (cela n’utilise pas la linéarité des applications).
a gauche : Qo(® + ¥)(z) = O(P(x) + ¥(z)) = O(P(x)) + O(¥(x)) = Oo®(z) + OoV ().

3. (AD)oT(x) = AP(T(x)) = D(AT(z)) = (Po(ATD))(x)
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Proposition. Si ® € L(E) est bijective, alors la réciproque ® 1 est aussi dans L(E) (i.e elle est linéaire).

Démonstration. ®~1(\x + py) = A0~ (z) + ud1(y)

& (7 Az + py)) = AL (@) + nd(y)

& A+ = AB(@(2) + pd (0 (1))

S Ar + py = Az + py Vrai! O

Terminologie.
— Une application linéaire est appelée aussi un homomorphisme (d’espaces vectoriels), ou simplement mor-
phisme (d’espaces vectoriels).
— Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme
— Un morphisme F — FE est appelé endomorphisme

— Un isomorphisme E — E est appelé automorphisme

24 Notion de Ker et Im

Définition et proposition.
— Soit ® € L(E, F), on note Ker(®) = {x € E: ®(z) = 0}. C’est un sev de E : on l’appelle le noyau de ®
— On note Im(®) ={ye€ F:3x € E,y=P(x)}. Cest un sev de F : on lappelle I'image de ®.

Preuve (que ce sont des sev).
— o0 € Ker(®) car ®(0) = 0 pour toute application linéaire : en effet , ®(22) = 2&(z) = ®(0) = 2®(0) =

®(0) = 0. On a donc Ker(®) est stable par combinaison linéaire :

O(z)=0
d(y) =0 p = Pz +py) = A0(x) + u®(y) =0 = Az + py € Ker(P).
Apek
— 0 =®0) = 0 € Im(®). Im(P) stable par combinaison linéaire car si 2’ = ®(z),y’ = P(y) alors
VA e K,

Proposition. ¢ € L(E,F) est injective si et seulement si Ker(¢) = {0} et surjective si et seulement si

Im(¢) =F.

Démonstration. ¢ injective si et seulement si :
— ¢(x) = ¢(y) = z = y,x,y € E (définition d’injective)
— dx—y)=0=>=0=z—y=0,z,y € E(¢ linéaire)
— ¢(z2)=0=>2=0,z€ FE
— Ker(¢) = {0}

— ¢ surjective & Im(¢) = F (définition de "surjective")
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Définition.
— Le rang d’une famille de vecteurs (z;);e; d'un K —ev E est : dim(Vect{z; : i € I})) = rg(z;)icr (la
dimension finie ou infinie du sev engendré par les ;).
— Le rang d’une application linéaire ¢ : E — F est le rang de la famille (¢(x)),cp
Le c’est dim(Vect{¢(z) : x € E}) = dim(o(E))
Le rg(¢) = dim(I'm(¢)) (finie ou infinie)

25 Notion de rang

Théoréme du rang. Soit ¢ € L(E, F) avec E de dimension finie. Alors Ker(¢) et Im(¢) sont de dimension
finie.

dim(Ker(¢)) + dim(Im(¢p)) = dim(E)

Démonstration. Soit (e, ...,e,) une base de E. Alors Im(¢) est engendrée par {¢(e1),...,¢(en)}. Donc

Im(¢) est de dimension finie. De cette partie génératrice de I'm(¢), extrayons une base de I'm(¢), disons

(o(e1), ..., ¢(er)) (quitte & renuméroter les e;), ou r = dim(Im(p)) = rg(o).

Alors : Soit x € E : (&(26 Im(¢) = il Ajo(e;) done ¢(z — f:l Aje;) =0 et donc x — Zril Aje; € Ker(¢). Mais
j= j= j=

Ker(¢) est une sev de E et E est de dimension finie, donc Ker(¢) est de dimension finie.

M=

!
Ase;.

Il
—

Soit (e}, ..., e},) une base de Ker(¢) : on a alors x — Zl Ajej =
j= i

r k
ftex= > Aej+ > Aje;j+ > Nel. Donc {e1,...,er, €], ..., €} } est génératrice de E.
=1 i=1 i=1

r k r k
Justifions qu’elle est libre : > Aje; + > Aeh =0— > Ajdle;) + D No(el) =0
j=1 i=1 j=1 i=1

= > Aole;)) =0=(e;) =0= A1 =... =\, =0 (car (¢(e1), ..., #(er)) est libre : base de Im(¢).
j=1
Ainsi Y A\j(e;) = 0 devient ¥ Nt =0, dou X = ... = N\, =0
j=1

Donc (eq, ..., er, €], ..., €},) est une famille génératrice de E est libre, donc c’est une base de E. Et donc dim(E) =

r+k = dim(Im(¢)) + dim(Ker(¢)).

Proposition. Soit ¢ € L(E, F), avec E, F' de dimension finies.
— Si ¢ envoie une base de E sur une base de F, alors ¢ est un isomorphisme.

— Si ¢ est un isomorphisme, alors ¢ envoie toute base de E sur une base de F (et dim(F) = dim(F))

Démonstration.

— Soit (by, ..., by, ) une base de E tel que (¢(by), ..., $(by,)) soit une base de F. Alors : Im(¢) = Vect({¢(b1), ..., 5(bn)})
soit une base de F. Alors : Im(¢) = Vect {¢(b1), ..., d(bn)} = F donc Im(¢p) = F et donc ¢ est surjective
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(et dim(F) = n = dim(FE)). Par le théoréme du rang : dim(Ker(¢)) = dim(E) — dim(Im(¢)) = 0 donc
Ker(¢) = {0} et donc ¢ est injective. Et donc ¢ est un isomorphisme.

— Soit ¢ : E — F un isomorphisme. Soit (b1, ...,b,) une base de FE. ¢ est surjective, donc F' = Im(¢) =
Vect {¢p(b1), ..., 4(bn)} donc {¢p(b1), ..., #(b,)} engendre F et cette partie de F est libre car :A1¢p(by) + ...+
And(bn) = 0 = S(A1by + .. + Anbp) = 0
= Mb+ ..+ Aby,=0= A1 =...= X\, =0 (car (by,...b,) libre). Et donc (¢(b1), ..., ¢(by)) est une base
de F (et dim(F) =n = dim(F))

O

Corollaire. Deux K—ev, E et F' de dimensions finies sont isomorphes (ie : il existe un isomorphisme ¢ : E — F,
et donc un isomorphisme ¢~1 : ' — E) si et seulement si dim(E) = dim(F). (En particulier , un K — ev est

isomorphisme & K" si et seulement si il est de dimension n.)

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, si E et F' sont isomorphes alors dim(FE) = dim(F).
Réciproquement si dim(FE) = dim(F) = n, solent (ey,...,e,) une base de F,(fi,..., fn) une base de F, on
définit ¢ € L(E, F) par ¢(e;) = f;, cest a dire Va = i x; fi, ¢ envoie la base (eq,...,e,) de E sur la base
(f1, ., fn) de F, donc c’est un isomorphisme. = O

Nota Bene. Autrement dit, si F/, F' sont de dimensions finies , un isomorphisme est une application linéaire

qui transforme les bases de E en bases de F, et cela suppose dim(F) = dim(E)

Proposition- Caractérisation des isomorphismes en dimension finie. Soient F et F' deux K — ev de

méme dimension finie. Soit ¢ € L(E, F'). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. ¢ est un isomorphisme
2. ¢ est injective
3. ¢ est surjective

4. ¢ envoie une base de E sur une base de F

Démonstration. 1l suffit de veérifier (2) < (3) (car leur conjonction = (1)). On a (2) (¢ est injective) <
Ker(¢) = {0} & dim(Ker(¢)) =0

< dim(Im(¢)) = dim(E)(théoréme du rang)

< dim(Im(¢)) = dim(F) (puisque dim(F) = dim(E)) < (3)(¢ est injective). O

Remarque. C’est faux si E, F' sont de dimension infinie. Contre exemple classiques :

5 K[X] — K[X]
o) - xpx)

1. ¢ est linéaire, injective car XP(X) = XQ(X) = P(X) = Q(X) mais pas surjective car 1 ¢ Im(¢) :il
1
n’existe pas P(X) € K[X]. Tel que X P(X) = 1 puisqu’on aurait P(X) = e ¢ K[X].
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K[X] — K[X] 4
2. U . U est linéaire, surjective car tout polynome > a; X" est la dérivée d’un polynome :
P — P i>0
SaiXt= (Y LX”l)’ =¥(> _&X”l). Mais ¥ n’est pas injective : ¥(1) =0=1 € Ker(¥)!
i>0 isot+1 isot+1

26 Deux exemples important d’applications linéaires.

1. Homothétie h(x) = Az, A € K (bijective si et seulement si A # 0). SiA =0,h =0, Ker(h) = E, Im(h) =
{0}. Si A\ # 0, h est automorphe, h=1(y) = A~1y. avec Ker(h) = {0},Im(h) = E

2. E=V @ W Tout z € E s’écrit de maniére unique z =v+w,v € V;we Wecar VNW = {0} :v+w =
VHw =o@)=w -—w=v—-v =0et w—w =0. On note v = p(x) : p linéaire, le projecteur (ou la
projection) sur V parallélement & W.

27 Projecteurs et symétries.

Nota Bene. Projecteurs et symétries sont des applications linéaires.

Proposition. Soient £ =V & W, p le projecteur sur V parallelemet & W, S la symétrie par rapport & V'

parallélement & W. On a : pop = p et sos = idg

Démonstration. x = v+ w

— p(z) =v=2v+0= pop(x) = p(p(x)) = p(v) = v = p(z) donc pop = p

— Sx)=v—w= 5(5()) =v—(—w) =v+w=z donc sos = idg

Proposition (Caractérisation des projecteurs). Soient F un K —ev et p € L(E)) tel que pop = p. Alors
E = Im(p) @ Ker(p) et p est la projecteur sur I'm(p) parallélement a Ker(p).

Démonstration. Pour tout x € E : z = p(z) + (x — p(z)) ou p(X) € Im(p) et © — p(x) € Ker(p) car
p(xz — p(x)) = p(x) — pop(x) = 0 puisque pop = p. Cela prouve déja que E = Im(p) + Ker(p). Montrons que
Im(p) N Ker(p) = {0}. soit € Im(p) N Ker(p) : x € Im(p) = Jy/x = p(y) = p(x) = pop(y) = p(y) = z. Donc
z=0.

On e conclut que E = I'm(p) ® Ker(p) Donc la décomposition x = v+w avec v € Im(p), w € Ker(p) est unique
(pour chaque x € E) : nécessairement v = p(z), w = x — p(z).

Le projecteur sur I'm(p) parallélement & Ker(p) envoie = sur v = p(z) (pour tout z) donc c’est p. O

Proposition (Caractérisation des symeétries). Soit F un K —ev et S € L(E) \ sos = idg. Alors E =
Ker(idg — S) @ Ker(idg + S) et S est la symétrie par rapport a Ker(idg — S) paralléle & Ker(idg + 5).

Démonstration. Pourz € Bz = — +5(w)+x —5(33) oit = +5(@) € Ker(idg—»S) car (idE—S)(ix +;‘(m)> =
x4 S(x) x4 S(x) x+ S(x) S(x)+sos(x) x4+Sk) Sk)+zx
R S S A 2 == 5 =0
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Et de méme x—TS(x) € Ker(id. +5). Donc E = Ker(idg — S)+ Ker(idg + S). Montrons que Ker(idg —S) N
Ker(idg + S) = {0}.
(idg — S)(x) =0 S(z)=x
Soit x € Ker(idg —S) N Ker(idg + S) : alors donc d’ot z = —z et donc
(tdg + S)(x) =0 S(z) = —=x
z=0.

Ainsi: E = Ker(idg — 5)® Ker(idg +.5). Pour tout z € E, la décomposition z = v+w ou v € Ker(idg — 5) et

S - S
w € Ker(idg+S) est unique. Nécessitant : v = m +2 (z) Jw = z 5 (z) la symétrie par rapport a Ker(idg —S)

z+S@) z—5(z)
2 2

parallélement & Ker(idg 4+ S) envoie x sur v — w = = S(z) : donc c’est S. O

28 Hyperplan.

Définition. Soit £ un K — ev. On dit qu’'un sev H de E est un hyperplan de E s’il est le noyau d’une

application linéaie ¢ : E — R non nulle (ie ¢ n’est pas application nulle).
Nota Bene. Une application linéaire £ — R est applée une forme linéaire.

Proposition. Soit F un K — ev de dimension finie : dim(E) = n. Un sev H de E est un hyperplan si et

seulemet si dim(H) =n —1

Remarque. Pour n = 3, un hyperplan est un plan : dim(H) = 2. D’ou le nom.

Démonstration.

— Soit H un hyperplan : H = Ker(¢),¢ # 0. ¢ # 0 donc il existe v € E/¢p(v) = A # 0. Alors p(A~tv) =
A lp(v) = 1 et Vt € R, p(tA"1v) = tp(A~1v) donc Im(¢) = R (L’image d’une forme linéaire non nulle
est R)

Et donc : dim(H) = dim(Ker(¢)) =n — dim(Im(¢)) =n—1

— (Réciproque). Soit H un sev de E de dimension n — 1. Soit v € H : VA # 0, \v ¢ H (car \v € H =

A~1(\v) € H). Donc Kv N H = {0}.
Grassmann = dim(Kv + H) = dim(Kv) + dim(H) — dim(Kv N H)
= dim(Kv+ H) = n = dim(F) et donc Kv+ H = E. On obtient donc E = H @ Kuv. Soit p le projecteur
sur Kv parallélement & H : Vo € E : x = h+ p(x) ou h € H,p(x) = ¢(x)v, ¢ est ue forme linéaire, non
nulle car ¢(v) = 1(p(v) = v). Et il est clair que x € H < ¢(x) =0 donc H = Ker(¢).

O

Définition. L’espace L(E,R) des formes linéaires sur F (ie définies sur F) est appelé 'espace dual de E : on

le note E'x

Proposition. Si E est de dimension finie, soit (e, ...,e,) une base de E. Alors Ex est de dimension finie &

1sij=i
n = dim(FE) et il existe une unique base (ex*q, ..., ex,) de Ex vérifiant : e *; (e;) = (1<i,j<mn)
0 sinon
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on ’appelle la base double de (ey, ..., e,). Et pour tout ¢ € Ex, on a la décomposition :

Démonstration. On définit e x; (1 < i < n) par

1sij=1
ex*; (e5) =
0 sinon

Cela définit bien un ex; € Ex pour tout ¢ € {1,...,n}. Montrons que (ex1, ..., ex,) est libre :

n
1=

Niex; = 0 =

1
n

Vi, > Aie*; (e;) = 0= Vj,\; = 0. Donc (exq, ..., ex,) est libre. Pour justifier que c’est une famille génératrice
i=1

(donc une base) de Ex, il suffit de justifier la formule : V¢ € Ex,¢p = > ¢(e;)e *; . Or, Vj € {1,...,n}. Donc
i=1

ble;) = ; b(e)e % (e) 0

7
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Cinquiéme partie
Matrices

29 Introduction et généralités

Définition Une matrice sur K & n lignes et m colonnes est un tableau d’élements de K :

a1 a2 e A1m
a21 as2 . a2m

= (as;)
an1  ap2 cee Qpm

(i = n° de la ligne , j = n° de la colonne)

On note M,, ,, (K) l'ensemble de ces matrices. Si n = m on le note simplement M,, (K)

Définition (Opérations sur les matrices).

— Addition dans Mn’m(K) : (aij) + (b”) = (aij + b”)

a b a v at+ad b+V
Exemple (n=m = 2) : + =
c d d d c+cd d+d
. ) a b Aa  Ab
— Multiplication par un scalaire : A(a;;) = (Aa;;) Exemple (n =m =2) : A =
c d Ac M
— Produit d’une matrice de M,, ,,,(K) et d’une matrice M,, ;(K) :
a b e [ g ae+bh af+0bi ag+bj
e d) \n i j ce+dh cf+di cg+dj

Le produit se fait en multipliant terme & terme chaque ligne de A par chaque colone de B. En général

ona AB# BAet A#0, B#0.

Proposition.

1. Soit (M, m(K),+, x) un K — ev de dimension nm. Une base est (E;;) ou FE;; est la matrice ayant 1 &

l'intersection de la ligne i et de la colonne j, et des 0 partout ailleurs. (E;;) est appelée la base canonique

de M, ;m(K).
2. M,(K) = M,, ,,(K) muni de +, ., x est une K — algebre, unitaire (I’élément neutre pour x est I, =
1 0
: 1 sur la diagonale, 0 partout ailleurs : on lappelle la matrice unité), non commutative
0 1

(AB # BA en général), non intégre (A # 0 et B # 0 n’impliquent pas AB # 0).

Démonstration. 1. On va justifier que (E;;) est une base pour le cas ot n = m = 2 (le cas général n’est

pas plus difficile). (Le fait que M,, ,(K) est un K — ev est assuré par le trot de I’ane...)
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a b a b 1 0 0 1
Pour n = m = 2 : My(K) = ca,b,c,deK . Or =a +b +
c d c d 0 0 0 0
0 0 0 0
c +d donc (E11, E12, Ea1, Eas) est génératrice de Mo (K). Et elle est libre car :
10 01
a=0
0 0 a b 0 0 b=0
aF11 +bFE1s + cEy1 +dEy =0 = & = =
0 0 c d 0 0 c=0
d=0

Donc c’est une base pour n, m quelconques. Donc dimM,, /,, (K) = n x m

2. Ane qui trotte et exemple déja vu pour AB # BA,AB =0 avec A# 0,B # 0

Définition. On dit qu’une matrice A € M,,(K) est carrée (méme nombre de lignes et de colonnes),

est une matrice carée.

Définition et proposition. Une matrice A € M, (K) est dite inversible §'il existe une matrice B € M,,(K)
tel que AB = BA = I,,. Cette matrice B est alors unique (et il suffit d’avoir AB = I,, ou BA = I, pour qu’'on
ait AB=BA=1,. Onlanote: B= A1

Preuve (unicité). Si AB= BA =1, alors: BAB'=(BA)B' =1,B' = B’ et BAB' = B(AB') = BI,, = B.
Ainsi B’ = B.

Définition. L’ensemble des matrices inversibles de M., (K) est un groupe (pour la multiplication des matrices),
qu’on note GL, (K) (car il s’identifie au groupe linéaire G£,, (K) formé des automorphismes de K" on va voir

cela...).

Définition (Matrice d’une application linéaire). Soient F un K — ev de dimension m, F un K — ev de

dimension n, Bg = (ey, ..., ex,) une base de E, Bp = (f1, ..., fn) une base de F', ¢ € L(E, F). Ecrivons ¢(e;) =

air a2 ... QGim
n . . a1 a922 cee Qo2m
>~ a;j fi. On appelle matrice de ¢ par rapport aux bases B, Bp la matrice A = (a;5) =
i=1
an1 Ap2 ... QAupm

Nota Bene. La j™° colonne de Matp, p,(¢) donne (de haut en bas) les coordonées de ¢(e;) dans la base

Bp.
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T
Proposition. Sous les hypothéses et notations de la définition, si on note X = | : | la colonne des coordo-
Ty
Y1
m
nées d’un vecteur = de E dans la base Bg(x = ) zje;) et Y = | * |. La colone des coordonées d’un vecteur
i=1
Yn

y de F dans la base Bp(y = Z fi), alors :
y=¢(z) Y =AX ou A= Matp, B.(9)

Démonstration. y = zn: yifi et v = f: zje; = o(x) = in: zjp(e;) = i Z; Zn: a;jfi = Z(Z aijxj) fi

i=1 j=1 j=1 7j=1 i=1 =1 j=
m
Donc y = ¢(z) & Vi € {1,...,n},y1 = > ai;x;
j=1
a1 ai2 oo Q1m a11r1 + a12Z2 + ...+ A1mLm
1 Z1
G21 Q22 ... Q2m ) G21T1 + A22%2 + ... + A2mTm
= = . = O
Yn Tm
ap1  QAp2 ... GQpm an1T1 + an2T2 + ... + CnmTm

Proposition (Correspondance entre matrices et applications linéaires : suite). Soient F, F' des K—ev

de dimension finie, Bg une base de E, Bp une base de F. ®, ¥ € L(E, F). Alors :
1. MatBE}BF(q) + ‘l/) = MathBE’BF((I)) + MatBE,BF(‘l/)
2. VA e K, Matp, B, (A?) = AMatp, B, (P).

3. Si G est un 3éme K — ev de dim < oo, et & € L(E,F),¥ € L(F,G), et Bg une base de G alors :
MatBE,BG(\I/O(I)) = Matp, B (\I’) X MatBE,BF((I))-

Démonstration. (du (3))

y= Z yifi etz = Z zje; = o(x) = Zl zjple;) = Z(Z aijr;) fi et z = U(y) = Vod(x) = 21 Zl aijz; ¥ (fi)
j= Jj= i=1 i=1j=
n m 1 l mon

Donc : $od(z) = 2, 2, Z i OkiT g = kZ (2 (2 briais)ey)gr) = kZ (Zl ChjT5) Gk
i=1j=1k=1 =1 j=1 i= =1 j=

Donc les coordonnées dans Bg de Wo®(z) sont les (Y cxjx;) , i.e Matp, p,(YoP) =C = BA O

Jj=1

Corollaire. Soient E, F dans K — ev de dim < oo, Bg, Bp des bases ¥ € L(E, F),A= Matp, g, (®). Alors
® est bijective < A est inversible. Et alors Matg, 5, (®7!) = (Matp, p,®) "

Démonstration. pour F = F, Br = Bg.

Si @ est bijective : ®o®_; = idp = Mat(®).Mat(®~1) = Mat(idg) = I,, (ot n = dim(FE)). Et réciproquement,
si Mat(®) est inversible, soit ¥ € L(FE) tel que Matp, ¥ = Matg,®~! : alors Mat(®oV) = Matp,idp =
PoV =idg = U = o1 O
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Définition (Matrice de passage). Soient £ un K — w de dim(n) < oo, B, B’ deux bases de E : B =
(e1,..yen), B' = (€], ...,el)

On appelle matrice de passage P de B 4 B’ la matrice de idg ou F est muni de la base B’ au départ et de
la base B a l'arrivée.

(E,B') = (E,B)

P = MatB/’B(idE)

Nota Bene. Les colonnes de P sont les colonnes de coordonnées des ¢’ dans la base (ey,...,e,) = B

ep=ert+e 11
Exemple. FE =R? B =((1,0),(0,1)),B" = ((1,1),(1,-1)) : = P =

eh=¢€l—ep I -1
Proposition. Soit E un K — ev de dim(n) < co. Soient B, B’ deux bases de E. Soient € E, X la colonne
de ses coordonnées dans la base B et X' la colonne de ses coordonnées dans la base B'.
P est la matrice de passage de B a B’. Alors : X = PX' (autrement dit : X’ = P~'X. Noter que P~ ! est la
matrice de passage de B’ 4 B : (F,B’) — (E,B) par p et (F,B) — (E,B’) par p — 1.

Démonstration. On a vu que y = f(z) & Y = AX ou A est la matrice de f. Ici on a X’ (et non X) au
départ, X a larrivée donc = = idg(x) & X = PX' O

Théoréme de changement de base. Soient E, F deux K — ev de dimension finies B; , B} deux bases de
E, By, Bl deux bases de F. P la matrice de passage de B; & Bj et () la matrice de passage de By & Bj.
Ainsi f € L(E, F), A= Mat(p, ,)(f), A" = Matp; p,(f) Alors

A =Q7 AP
En particulier. Si F = F et By = By et B, = Bj, alors Q = P et
A =PAP

Démonstration. (E,Bj) g (E, By) ER (F, Bs) r (F, B}). On compose : idpofoidg et les matrices : A’ =
MCLth’Bé (Z'dF)MCLtBth (f)Math,Bl (idg) = Q_lAP. ]

Définition.

— Deux matrices 4, B de M,, ,,,(K) sont dites équivalentes s’il existe P € M,,,(K) inversible et Q € M, (K)
inversible tel que B = Q 'AP. Cela revient & dire qu’il existe une application linéaire de K™ dans K"
dont A et B sont les matrices relativement & certaines bases.

— Deux matrices A, B € M,,(K) sont dites semblables s’il existe P € M,,(K) inversible tel que B = P~1AP.
Cela revient & dire que A et B sont les matrices d’'un endomorphisme de K™ relativement & deux bases

By (au départ et a Parrivée) et Bp (au départ et a Parrivée) respectivement.
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30 Matrice Transposée et Symétrique

Définition. Soit A € M,, ,,,(K). On appelle transposée de A, et on note 'A, la matrice de M., ,(K) obtenue

en mettant les colonnes de A en lignes. (ou les lignes de A et colonnes : ¢a revient au méme).

a b a ¢
Exemple. ! =

c d b d

Définition. Une matrice carrée A € M,,(K) est dite symétrique si et seulement si ‘A = A, antisymétrique si

A =—A

a 1 1 0 0
Exemples. Les matrices symétriques sont : pour n = 2 : =a +b +d
b d 0 0 10 0 1
a b
En effet : ¢ & c=h.
c d
a b a c
Noter que transposition est une symétrie par rapport a la diagonale : .? =
c d b d
Pour n quelconque : ensemble des matrices symétriques de M,,(K) est le sev Sym,(K) de M,,(K engendré
-n nn+1)

parles E;; (1 <i<n)etles E;; +Ej; (1 <i<j<n). Clairement : dim(Sym,,(K)) =n + L 7 = 5

“(a;j) = (aj;) la transposition échange les indices donc (a;;) est symétrique < a;; = a;;Vi et Vj.

0 a b
POHI‘ n = 3 . —a 0 C = a(E12 — E21) + b(E13 — E31) + C(E23 — E32)
b —c 0

Pour n général : L’ensemble Ant, (K) des matrices antisymétriques de M,,(K) est le sev engendré par les

Ei; —Ej; (1<i<j<mn):donc
2
- -1
dim(Ant, (K)) = — . o ”(”2 )

31 Trace

n

Définition. On appelle trace d’une matrice carée A = (a;;) € M, (K) le scalaire : tr(A) = > a;; (la somme
i=1

des éléments diagonaux).

Proposition.
1. tr(tA) = tr(A)VA € M, (K)
2. tr(AB) = tr(BAVA, B € M, (K)
3. Deux matrices semblables ont la méme trace. Et donc deux matrices A, A’ d’'un méme endomorphisme

(relation & des bases identiques au départ et a ’arrivée) ont méme trace.
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Démonstration. 1. tr(*A) = tr(A) car les éléments de la diagonales de 'A sont les mémes que ceux de la

diagonale de A

n
2. A= (aij),B = (blj) = AB = (Cij) ou Cij = Z aikbkj
k=1
n o n

n
Donc tr(AB) = Y. cii = S. . airbii
i=1 i=1 k=1

De méme en échangeant les a et les b : tr(BA) = > Y bigagi = D Y. agibi = tr(AB)
k=1

1=1 k=1 i=1

3. tr(P~YAP) = tr(APP~Y) = tr(A)

Nota Bene. La trace est un invariant : étant donné un endomorphisme f de E (dim(E) < o), quand je

change de base dans F, la matrice de f change mais sa trace ne change pas.
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Sixiéme partie

Déterminants

Proposition et définition. Tl existe une fonction det(M,,(K)) — K (appelée déterminant), unique, tel que :

1. det est linéaire par rapport & chaque colonne : c’est & dire que si ¢y, ..., ¢, désignent les colonnes de la

matrice A € M,,(K), alors Vj € {1,...,n}, Papplication ¢; — det(c1,...,¢;_1,¢;j,Cji1,...,Cpn) €st linéaire.
J j j 31 Ci+

2. Si on échange deux colonnes de A, det(A) change de signe (on dit que det est antisymétrique ou alterné).
det(Cl, eeey Cj, vevy Ck, coey Cn) = —det(Cl, ceey Cj, veey Cn)

3. det(l,) =1 (ou I, est la matrice unité)

det(A) est appelé determinant de A. La fonction det vérifie en outre la propriété : det(*A) = det(A) pour toute
A € M,,(K), ou det(*A) est la transposée de A. D’ou il découle que det(A) est aussi une fonction linéaire de
chaque ligne de A et une fonction antisymétrique des lignes de A (puisque les lignes de A sont les colonnes de

det(*A)).

Proposition. Pour toute A € M,,(K) et tout A € K: det(AA) = \"det(A).

Démonstration. Comme le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne, on a pour tous Ag, ..., A\, €
K : det(MCh, ..., \nCr) = A1... A det(Ch, ..., Cy). Prenant Aq, ..., A, égaux a X\ on obtient det(AA) = \"det(A).
O

Proposition.
1. Si deux colones de A sont égales, alors det(A) = 0.
2. Si on ajoute & une colonne une combinaison linéaire des autres, le déterminant ne change pas.

3. Les deux propriétés ci-dessus sont vraies aussi pour les lignes.

Démonstration.

1. Si C; = Ck(j < k), on a det(Ch,...,Cj, ..., Ck, ...,Cy) = —det(Ch, ..., C, ..., Cj, ..., Cy,) (antisymétrie) et
d@t(Cl, ...,Cj, ...,Ck, ,Cn) = det(Cl, ...,Ck, ...,Cj, 7Cn) (puisque Cj = Ck) donc det(Cl, ...,Cj, ...,Ck, ,Cn) =
0

2. Par linéarité :

det(Cy, ... Cj + > ACh, ..., C)
k#j

=det(Cy,...,Cj,...Cn) + Y _ Mdet(Ch, ..., Ci, ..., Cn)
k#j
mais det(C1, ..., Ck, ..,Cy) est nul (pour k # j), vu la propriété précédente, puisque la méme colonne Cj

se trouve aussi a la place k.
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3. Vu que det(A) = det(*A), les propriétés ci-dessus sot vraies pour les lignes de A (qui sont les colonnes de

det(*A))

Proposition.

Si det(A) # 0, alors A est inversible

Démonstration. Si A n’est pas inversible, c’est que ses colonnes ne sont pas linéairemet indépendantes (confére
la caractérisation des isomorphismes, appliquée & ’endomorphisme de K™ dont la matrice dans la base canonique
est A) : disons C; = > A\;Cy pour un certain j. Vu la proposition précédente,

k#j

det(A) = det(Cy, ...,y MCi, .o Cn) = det(Ch, ..., 0, ..., Cy)
Py
Or, det(Ch,...,0,...,C,) = 0 (car c’est une fonction linéaire de la colonne j, ici nulle), donc det(A4) = 0. Par

contraposition, si det(A) # 0, alors A est inversible. O

Remarque 1. Si A # 0, c’est qu’aucune des colonnes n’est combinaison linéaire des autres (puisqu’on vient

de voir que si une colonne est combinaison linéaire des autres), le déterminant est le méme que si on remplace
0

cette colonne par | 0 | et par linéarité le déterminant est nul, et donc les colonnes de A sont indépendantes.

0
Mais ces colonnes sont les colonnes de coordonnées de f(ey), ..., f(en) ou (e1,...,e,) est la base canonique de

K™ et f ’endomorphisme de K™ dont A est la matrice (relativement & la base canonique). Donc dire les connes
de A sont linairement indépendantes, c’est a dire que (f(e1), ..., f(en)) est libre, c’est & dire que c’est une base

de K™, donc que f est un automorphisme , c’est & dire que A est inversible.

Lemme. Soient A € M,,(K) tel que det(A) # 0 et X1,..., X,, € M,,;(K) des colonnes quelconques. Alors :

det(AXl, ceey AXn)
det(A)

= det(Xl, ,Xn)

Démonstration. 1l est clair que le premier membre de (1) est une fonction linéaire de chaque X, qu’il est an-
tisymétrique comme fonction de (X, ..., X, ), et qu’il vaut 1 quand (Xy, ..., X,,) = I, (car alors AXq, ..., AX,, =

AI, = A) : ce sont les propriétés caractéristiques du second membre. O

Théoréme. Soient A, B € M, (K). Alors :

det(AB) = det(A)det(B)

Démonstration. Prouvons-le d’abord pour le cas ou det(A) # 0. O prend (X,...,X,) = B dans (1) (donc
AB
(AX4,...,AX,) = AB) : alors Cl;;im)) = det(B) d’ou det(AB) = det(A)det(B).

Si det(A) = 0, considérons det(A+x1,,) : vu que det est linéaire par rapport a chaque colonne et que la colonne j

de A+xI, contient le terme a;;+x ala j—ime place, det(A+x1,) est une fonction polynomiale de x ; elle a donc
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un ombre fini de racines (dont 0, par hypothése). Soit € > 0 tel que 0 < x < € = det(A+z1l,) #0.Pour0 < z < e
on a det((A+x1I,)B) = det(A+xl,)det(B) d’ou par continuité, en faisant x — 0 : det(AB) = det(A)det(B). O

1

Corollaire. Si A est inversible, alors det(A) # 0 et det(A™!) = det(A)

, alors det(A) # 0 et det(A™1) =

1
det(A)

Démonstration. AA™! = I, = det(AA—-1) = det(I,) = 1 = det(A)det(A™1) =1 O

Corollaire. Soient F un K — ev de dimension n, ¢ : E — E un endomorphisme, A la matrice de ¢ dans une
base B, A’ sa matrice dans une base B’ : alors det(A’) = det(A). Autrement dit, le déterminant de la matrice

de ¢ est indépendant de la base et on peut donc le notre simplement det(¢). Et pour tous endomorphismes ¢, v

de E, det(porp) = det(vp)det(¢)

Démonstration. On a A’ = P71 AP (ot P est la matrice de passage de B & B’) donc

det(A') = det(P~")det(A)det(P) = #(P)det(A)det(P) = det(A)

La formule det(1og) = det(v)det(¢) n’est qu’'une réécriture de det(BA) = det(B)det(A) ou A et B sont les

matrices de ¢ et ¥ dans une base quelconque. O

Définition. Soient E un K — ev de dimension n, B = (ey,...,e,) une base de E,x1,...,x, des vecteurs de
E,X;(1 < j < n) la colonne des coordonnées de x; dans la base B (écritues de haut en bas). On définit le
déterminant de la famille (z1, ..., 2, ) dans la base B comme étant le déterminant de la matrice dont les colonnes

sont Xy, ..., X, : detp(x1, ..., xpn) = det(Xy, ..., Xp).

Remarque (interprétation géométrique).
1. Soient u, v deux vecteurs du plan R¥, rapporté 4 sa base canonique B : I'aire du parallélogramme construit

sur les cotés u, v est |det(u,v)]|.

2. Soient u, v, w trois vecteurs de I’espace R®, rapporté & sa base canonique B : le volume du parallélépipéde

construit sur les cotes u, v, w est |det(u,v,w)|.

Corollaire. Dans la situation de la définition ci-dessus, si B’ est une autre base de E et P la matrice de
passage de B & B/, on a :

detp(x1, ..., xpn) = det(P)detp (z1, ..., Tn)

Preuve Soit X} la colonne des coordonnées de z; dans la base B’ : on sait que X; = PX], donc (X1, ..., X)) =

P(X],..,X"), dott det(X1,..., X,) = det(P)det(X!, ..., X").

Proposition (critére d’inversibilité et caractérisation des bases par les déterminants).
1. Une matrice A € M,,(K) est inversible si et seulement si det(A) # 0.

2. Un endomorphisme ¢ d’un K — ev de dimension n est un isomorphisme si et seulement si det(¢) # 0.
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3. Soient n vecteurs zy,...,z, dans un K — ev, F de dimension n et B une base quelconque de FE. alors

(z1,...,x5) est une base si et seulement si detg(z1, ..., z,) # 0.

Démonstration.

1. L’implication "det(A) # 0 = A est inversible" a fait I’objet d’une proposition, et le premier corollaire

donne la réciproque.

2. det(¢) = det(A) ou A est la matrice de ¢ dans une base quelconque et ¢ est bijective si et seulement si

A est inversible : ce qui nous raméne & ’assertion précédente.

3. detp(x1,...,x,) # 0 signifie det(X1, ..., X;,) # 0 (out X est la colonne des coordonnées de z; dans la base

B) : cela équivaut a dire que la matrice (X1, ..., X,,) est inversile et donc que (x1, ..., x,) est une base.

O

Théoréme. Soit A = (a;j)1<ij<n € My,(K). Pour tous 4,5 € {1,...,n}, soit 4;; € M, _1(K) la matrice

obtenue en supprimant dans A la ligne 7 et la colonne j. On a :

det(A) = i CLij (—1)i+jd€t(Aij)
Jj=1

Exemples.

b
1. A= . Alors A1l = (d) = dI; et A1s = (¢) = cly, donc det(A11) = d et det(A12) = c. Le
c d

a b
développement selon la premiére ligne donne =ad — bc

c d
a b ¢
2. |d e = aei + dhc+ gbf — gec — dbi — ah f
g h 1

Définition. Pour A € M, (K), on appelle comatrice de A la matrice Com(A) € M,,(K) dont I’élément a la

ligne i et & la colonne j est (—1)""det(A;;).

Corollaire. Pour toute A € M, (K),
A'Com(A) = det(A)I,

En particulier, on retrouve le fait que si det(A) # 0 alors A est inversbile; et en plus on a cette formule
d’inversion :

= ‘Com(A)
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Démonstration. L’élément de la ligne i et de la colonne j de A/Com(A) est Y a(—1)7+Fdet(Aj;). Sij =i,
k=1

c’est det(A) (le développement selon la ligne ¢). Si j # i, c’est le déterminant de la matrice déduite de A en

y remplacant la ligne j par la ligne 4 : mais dans la matrice ainsi obtenue il y donc deux fois la ligne i et ce

déterminant est nul. O

Définition. On dit qu’une matrice A = (ai;)1<ij<n € M(K) est triangulaire inférieure si ji = a;; = 0 (ie s'il

n’y a que des 0 au dessus de la diagonale) : donc une matrice de la forme

a1 0 0 e 0
any a22 0 NN 0
aszl as2 ass . 0
apl QAp2 ap3 ... A4pm

On dit qu'une matrice A = (aj,_, ., € M,(K) est triangulaire supérieure si j < i — a;; = 0 (ie s’il n’y a que

des 0 au dessous de la diagonale) : c’est donc une matrice de la forme

a1 aiz aiz ... Qin
0 ag29 Q23 ... agn
0 0 0 ... Gum

On dit qu'une matrice A = (a;j,_, ;) € M, (K) est une diagonale si elle est triangulaire inférieure et supérieure,

c’est donc une matrice de la forme :

a1 0 0 . 0
0 as9 0 0
0 0 ass 0
0 0 0 Anm

Corollaire. Le déterminant d’une matrice diagonale, ou plus généralement triangulaire (inférieure ou supé-

n
rieure), est le produit des éléments diagonaux : det(A) = [] as
i=1

Démonstration. 11 suffit de le montrer pour une matrice triangulaire inférieure (le cas d’une trangulaire
supérieure s’en déduit immédiatement car c’est la transposée d’une triangulaire inférieure : elle a donc méme
déterminant et mémes éléments diagonaux). On raisonne par récurrence : si n = 1 c’est trivial (det(a11) = a11) ;

et c’est vrai pour les matrices trianguaires inférieures de M,,_(K) alors c’est vrai aussi pour celle de M,,(K)
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car en développant selon la premiére ligne on
a;; 0 0 0
a99 0 0
a21 as9 0 0
asz ass 0
az  aszz ass al
Ap2  An3 Apn
apl  QAp2 Gp3 Ann




Algebre Systéme linéaire 53

Septiéme partie

oy hd » hd
Systéme linéaire
Introduction(systéme linéaire). On considére un systéme linéaire de n équations & m inconnues :

a11x1 + a12®2 + ... + A1 Tm = by

a91T1 + A22%2 + ... + ATy, = b2

Ap1x1 + apaxo + ... + QpmTm = by,

ot les coefficients a;; € K et les seconds membres b; € K sont données, les inconnues sont les z; € K.

On peut D’écrire sous la forme matricielle : AX = B, ou A = (a;j)1<i<n,i<j<m est la matrice du systéme et
B =1(by,...,b,) la colonne des seconds membres.

On peut aussi 1’écrire sous la forme d’une équation vectorielle : f(x) = b, ot & = (21,...,2ym) € K™ | b =
(b1,..0ybp) € K™ et f € LK™, K"™) est application linéaire dont la matrice (relativement aux bases canoniques)

est A.

Proposition et définition. Le systéme admet des solutions si et seulement si b € Im(f) (par définition
de Im(f)). Si 2° = (x°1,...,2°,) est une solution, l’ensemble des solutions est {z° + z:z € Ker(f)} = z° +
Ker(f) : géométriquemet, c’est ce qu’on appelle un sous-espace affine de K™, c’est-a-dire I'image d’un sev (ici
Ker(f)) par une translation (ici la translation de vecteur 2°). On dit que z° + Ker(f) est le sous-espace affine
de K™ de direction Ker(f) et apssant par 2°. La dimension de x° + Ker(f), c’est-a-dire de Ker(f), est m —r

ot m est le nombre d’inconnues et r le rang de f (qu’on appelle aussi le rang du systéme).

Démonstration. f(x) =b< f(z) = f(z°) & f(z—2°) =0 < z—2° € Ker(f). Le théoréme du rang donne :
dim(Ker(f))=m—r O

Détermination pratique du rang. Le rag du systéme, ou rg(A), est la dimension du sev de M,, 1(K)

engendré par les colonnes de A, c’est & dire le nombre maximum de colonnes linéairement du systéme.

Définition. On dit que le systéme initial est de Cramer si m = n et que son rang est n.

Proposition. Pour un systéme de Cramer

a11x1 +aexe + ...+ a1z, = b1

a2121 + a22%2 + ... + a1, Ty = by

Ap1T1 + 2o + ... + ATy = by,
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il existe une solution unique. Elle est donnée par les formules de Cramer :

b1 ai12 oo Qip aiq bl Lo Qip ail ai12 N b1

b2 az2 ... Q2p a1 b2 ... Qon a1 a2 ... bg

bn ap2 ... Qpn an1 bn N Y ) an1 QAap2 ... bn
Ty = y L2 = y ey In =

aix a2 ... Qin aix a2 ... Qain aix a2 ... Qin

a1 as9 e Aon, a1 as9 e Aon, a1 as9 e Aon,

Apnl Qp2 ... Qpp Apnl Qp2 ... GQpp Apnl Qp2 ... Qpp

Nota Bene. Dans le numérateur donnant x; la colonne numéro j de A est remplacée par la colonne B des

seconds membres).

Démonstration. A est inversible (car de rang n, ie ses colonnes sont linéairement indépendantes) et

1
det(A)

(71)’L+]d6t(‘4”)b1
1

AX=B& X=A"'B= [Com(A)B & z; =

n

det(A)

?

Or, det(A) = Y (—1)"*Idet(A;i;)a;; (développement selon la colonne j). Donc Y- (—1)"7det(A;5)b; est le dé-
i=1 i=1
terminant obtenu en remplagant la colonne j par B. O

Méthode du pivot. C’est une méthode de résolution qui fonctionne pour tous les systémes (de Cramer ou

non). On écrit un double tableau :

a1 ai2 . A1m ‘ b1 L1
a21 as9 e a2m ‘ bg Lg
Gnl1 Ap2 ... Gpm ‘ by Ly,

A gauche le tableau des coefficients a;; du systéme initial, & droite la colonne des seconds membres b; ; les lignes
sont numeérotées : L1, ..., L,. Puis on fait des combinaisons linéaires des lignes (et pas des colonnes!), toujours
réversibles (on raisonne par équivalences), jusqu’a obtenir & gauche une matrice unité I, de rang r maximum

(r est alors nécessairement égal a rg(A)).

Exemple.

r—y+z=a
Sr+2y—z=0>

—3r—4y+3z=c
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On écrit le double tableau

-3 -4 3 | ¢ L

On commence par annihiler les coefficients de la premiére colone sur les lignes 2 et 3.

1 -1 1 | a Ly
0 7 —6 | b—ba Ly — 5Ly = Lj
0o -7 6 | c+ 3a L3+3L1:Lg

— Sic+3a# —(b—>5a) (c’est a dire si ¢ # 2a —b), les lignes L), L’ exprimet des conditions incompatibles :
le systéme n’a pas de solution.

— Si ¢ = 2a — b, la troisiéme ligne est redondante et le systéme se réduit a :

1 -1 1 | a Ly
0 7 =6 | b—5a L

C’est un systéme de rang 2 (deux lignes linéairement indépendantes). On peut encore introduire un 0 dans la

partie gauche de la premiére ligne :

70 1 | 2a+b TLi+Ly=1L]

0 7 =6 | b—5a L
On divise tout par 7 :
1 2
10 : | a7—|— b
0 1 6 | 6 — 5a
7 7
et on a obtenu une matrice unité maximale . Ce qui corresponnd au systéme :
0 1
T
Zy==
x g Z a
y=—oz= ?(b—5a)
dont la solution générale est
1 1
x = ?(2a+b)— ZZ
y = ?(b75a)+?z

avec z € R quelconque. L’ensemble des solutions est donc l’ensemble des triplets :

2a+b 1 b-—5 6 2a+b b—-5 16
a B a a a70)+z(_??1)

7 e A

(z,9,2) = (

autrement dit c’est ’ensemble

2a +b b—b5a 16 2a+b b—b5a
0)+R(—=,=,1) =
(7’7’)+(7’7’)(7’7

,0) + R(1,-6,-7)
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2a+b b—5a
7T 7
On note que la dimension de ’espace des solutions (qui est 1) est bien la différence entre le nombre d’inconnues

C’est donc la doite affine dirigée par le vecteur (1, —6, —7) et passant par le point de coordonnées ( ,0).

(qui est 3) et le rang du systéme (qui est 2).

Inversion d’une matrice par la méthode du pivot. Dans la partie gauche du double tableau on met
encore la matrice A ; dans la partie droite, au lieu d’une colonne de seconds membres on écrit la matrice unité
I,,. Puis on fait des combinaisons linéaires de lignes, jusqu’a obtenir la matrice I,, & gauche : la matrice de droite

est alors A~! (NB : Si & gauche on obtient une ligne de 0, c’est que la matrice n’est pas inversible)

Exemple.
153 | 100 Ly
231 1] 010 Lo
341 ] 001 L3

On commence par annihiler les coefficients de la premiére colonne sur les lignes 2 et 3 :

1 5 3 ] 1 00 Ly
0 -7 -5 | =2 10 Ly =1,—-21,4
0 -11 -8 | -3 0 1 Ly =Ls—3L,

Puis on annihile le deuxiéme coefficient de la ligne 3 (en conservant les deux 0 sur la premiére colonne) :

1 5 3 | 1 0 0 Ly
0 -7 =5 | -2 1 0 L)y =Ly — 2L,
0 0 1 | -1 11 -7 Lj=-7L,+11L}

Avec LY on annihile les coefficients de la troisiéme colonne au-dessus du 1 :

1 5 0| 4 -33 21 Lj=L —3L}
0 -7 0 | =7 56 —35 Ly =5LY
0 0 1 | -1 11 =7 LY

Avec LY on annihile le deuxiéme coefficient de la premiére ligne (aprés simplification par 7) :

| 4 =33 21 I
| 1 -8 5 LY
| -1 11 -7 L

o O =
o = O
- o O

Autre méthode : par la comatrice. On note A4;; la matrice obtenue en supprimant dans A la ligne et la

colonne j, |A;;| son déterminant.
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1 3
3 1 | Agz| = =38
Apy| = — 3 1
4 1
1 5
2 1 | Agz| = =11
|As| = -1 3 4
3 1
5 3
2 3 |Asi| = =—4
| Ags| = — 3 1
3 4
3
5 3 |Ase| = = -5
| Agy| = — 7 2 1
4 1
1 5
|Ass| = =7
2 3

la comatrice de A a pour coefficients (—1)"7|A;;]

donc Com(A)=| 1 -8 5



	I Polynôme
	Polynôme formel
	Anneau commutatif unitaire
	Précisions sur le degrés
	Division euclidienne
	Plus Grand Commun Diviseur
	Plus Petit Commun Multiple
	Lien entre PGCD et PPCM
	Premier entre eux
	Lemme de Gauss
	Décomposition en éléments simple
	Racines
	Réduction de polynômes
	Arithmétique des polynômes
	Formules de Viète

	II Fractions rationnelles
	Définitions et généralités
	Théorème de décomposition des fonctions rationnelles en éléments simples
	Partie polaire

	III Espaces vectoriels
	Définitions et généralités
	Sous espace vectoriel.
	Famille
	Bases.
	Dimension

	IV Applications linéaires
	Définitions et généralités
	Notion de Ker et Im
	Notion de rang
	Deux exemples important d'applications linéaires.
	Projecteurs et symétries.
	Hyperplan.

	V Matrices
	Introduction et généralités
	Matrice Transposée et Symétrique
	Trace

	VI Déterminants
	VII Système linéaire

