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Partie 1 : Probléme de Post

1 Vérifier que 'instance I de (PCP) a la réponse "oui" si et seulement si :
q 1%

Jwe X, p(w) = p(w)

Nous procédons & une démonstration en deux temps. Montrons d’abord que si une instance I de (PCP) a
la réponse "oui" alors : 3w € X1, p(w) = ¥(w).

Supposons une instance I de (PCP) de réponse "oui". Cela signifie 'existence d’un entier ¥ > 0 et une
suite 71,...,7; telle que u; w;, -+ - w;, = v, Vi, -+ - V;,, . Intéressons-nous au mot w = wz;, x4, - - x4, de taille .
Ce mot appartient & X' puisqu’il est de longueur non nulle et n’est constitué que de lettres de I’alphabet
X. De plus, p(w) = i, Uiy -+ - u;;, et Y(w) = v, 05, -+ v;, par définition de ¢ et . Enfin, par supposition,
Uiy Uiy~ Uiy, = Vjy Vi -~ Vg, done p(w) = P(w).

Donc Jw € X1, p(w) = ¢(w).

Montrons maintenant que pour une instance I de (PCP) si 3w € X, p(w) = ¥(w) alors I'instance est de
réponse "oui".

Supposons 3 w € XT,¢(w) = 1(w). Intéressons-nous & un mot w tel que w € X+ p(w) = P(w).
Puisque ce mot appartient & X, nous pouvons le décomposer en w = z;,@;, - -z, avec k = |w| > 0 et
Vi € [1,k],i; € [1,n]. Par définition de ¢ et ¥, w;, w4, - - - Ui, = @(@iy T4y -+ - Tiy ) €6 V5, Uiy -V, = Y(@iy Tiy -+ Tiy)
et par supposition, ¢(;, T, -+ xs,,) = Y(Ti, Tiy - - 24, ). L'entier k et la suite 4,42, ...,9; sont donc tels que
Uiy Wiy =+ Ugy, = Vjy Vg *  * V.«

L’instance I a donc la réponse "oui".

Ainsi, nous avons montré que si l'instance I de (PCP) a la réponse "oui", alors 3 w € X, p(w) = ¥ (w),
et que si 3w € X1, p(w) = ¥(w), U'instance I de (PCP) a la réponse "oui". Par conséquent, I'instance I de
(PCP) a la réponse "oui" si et seulement si 3w € X, p(w) = ¢(w).

Q2 Soit S(I) = {w € X*|p(w) = (w)} (I'ensemble des solutions au PCP, augmenté du mot vide). S(I) est-il
clos par produit ? par facteur 7 S’agit-il d’un sous-monoide de X* 7
Cloture par produit

Nous cherchons a montrer que S(I) est clos par produit.

Soient wy, we € S(I). Par définition, nous avons p(w;1) = (w1) et p(ws) = P (w2) et :

o(wy) - p(we) car ¢ est un homomorphisme de X* dans ¥*

(w1) - 9 (wa)

(wq - wa) car ¥ est un homomorphisme de X* dans ¥*

(w1 - wo)

(U
(0
Par conséquent, Ywy, wq € S(I), wy - we € S(I), donc S(I) est clos par produit.

Cloture par facteur

Nous prenons linstance I = ((a, aa), (aa,a)). Le mot w = x1 - x2 est solution au probléme de correspondance
de Post :

p(r172) = aaa = P(x122)

Nous avons donc w € S(I). Cependant, p(z1) = a et ¥(x1) = aa, donc ¢(z1) # Y(x1) et z1 ¢ S(I). Par
conséquent, S(I) n’est pas clos par facteur.



Sous-monoide de X*

S(I) ={w € X*| p(w) = ¢(w)} est un sous-monoide de X* si et seulement si X* et S(I) sont des monoides,
et que S(I) C X*.

D’une part, X* est un monoide par définition de 1’étoile de Kleene : son produit - est une loi de composition
interne associative, et € est 1’élément neutre de cette loi (Vw € X*, w-e=¢-w = w).

D’autre part, nous montrons que S(I) est un sous-monoide de X*. Nous rappelons que S(I) est un sous-
monoide du monoide X* si et seulement si S(I) C X*, que le produit - est une loi de composition interne dans
S(I) et que I’élément neutre du produit € appartient & S(I). Par définition, S(I) C X*. Nous avons aussi montré
que S(I) est clos par produit, donc le produit est une loi de composition interne dans S(I). Enfin, ’élément
neutre ¢ appartient a S(I) car € € X* et ¢(e) = 1)(e) = €, puisque ¢ et 1) sont des homomorphismes.

Ainsi, le produit est une loi de composition interne dans S(I), qui dispose d’un élément neutre . Enfin,
S(I) C X* et X* est un monoide, donc S(I) est un sous-monoide de X*.

Q3 Montrer que S(I) = A(I)*.
Nous cherchons & montrer que S(I) = A(I)*; procédons par double inclusion.

D’une part, montrons que A(I)* C S(I). Soit w € A(I)*. Par définition, nous avons la décomposition
suivante : w = wy  wa - ... - wy, avec Vi € [0,n],w; € A(I). Par définition de A(I), Vi € [0,n],w; € S(I). Ainsi, w
est le produit fini d’éléments de S(I). Comme S(I) est clos par produit, nous avons que w € S(I). Cela implique
A()* C S(I).

D’autre part, montrons que S(I) C A(I)*. Soit w € S(I); réalisons une disjonction de cas :

— Soit il existe une décomposition w = wy - wy avec wy,wy € S(I) tels que w; = € ou wy = £. Dans ce cas,
par définition, w € A(I)*.

— Soit w = wy - wy avec wi,wy € S(I) tels que wy # € et wy # €. Dans ce cas, nous réitérons la disjonction
avec wi et wy jusqu’a avoir un nombre fini de solutions atomiques. Cette décomposition ne sera faisable
qu’un nombre fini de fois car la longueur de w est entiére, les sous-mots ont une longueur strictement
inférieure aux mots dont ils sont extraits et N est bien fondé. In fine w est une concaténation d’un nombre
de solutions atomiques et donc w € A(I)* = S(I) C A(I)*.

En somme, nous avons montré que A(I)* C S(I) et que S(I) C A(I)*, donc S(I) = A(I)*.

Q4 Résoudre le probléeme PCP sur les instances suivantes :

11 = ((bbb, bb), (abb, babbb))

I = ((ba, bad), (abb, bb), (bab, abb))

I3 = ((##x, #H#xaxaxbrbrbr#), (#rxbxbrbrarar#+4, x#4#), (ax, xa), (bx, xb),
(#x, x#), (axbx, xbra))

I, = ((bbb, bb), (abb, babbb))

Il existe une solution en le mot w = z1xx7 :

w(wil) 99(%2) <F(<Ti3)
= N =

o(w) bbb ‘abb bbb
P(w) bb  babbl _bb
< =~ =~

Y(xiy)  Y(Tiy)  P(wiy)

I = ((ba, bab), (abb, bb), (bab, abb))
Par 'absurde, on suppose 3 w € X, ¢o(w) = ¢(w). En particulier, w est tel que |p(w)| = |[¢(w)].
On a que :
[p(w)] = 2 X fwle, +3 X |wlz, +3 X [w]s

[Y(w)] =3 % |wle, +2 X |wle, +3 X |wla,
[p(w)| = [P(w)] = |wlz, = [w]e, (E1)



En particulier,

lp(w)]a = [P(w)]a

lo(w)]a = [W]ay + 2 X W]y + 2 X |w]ay
(W)la =2 X |wlz; +2 X |W]w, +2 X W],
(w)la

= p()la = [wls, = 0= fw]s, =0
Donc, 3 k € N* | w = 25,
On définit I'opérateur My sur ©* — (S U ¢) tel que :

) zsiu=zxu
-

esiu=c¢e¢

Wp(w) = b, Vip(w) = a = p(w) # Y(w) : c’est absurde, donc I n’a pas de solution.

I3 = ((##z, ##xaxaxbrbrbr#), (#rbabrbrarax#+4, x#4#), (ax, xa), (bx, xb), (#x, 2#), (axbz, xbra))

Il existe une solution en le mot w = X1 T3TEX4T4T5TETETAT5T4T6TeT5T4T4Tex3T2. En effet, soit :

(i) e(ziy) w(ig)

N P ———

(,0<’LU) o HHx ax  axbx bxr bx #x axbr arbxr bx #x br arbxr axbx #x bx bx axbx ax #xbxbxbxaxax##
- ##xaxaxbxbxbx# xa xbra xb xb x# xbra xbra xb x# xb xbxra xbra #x xb xb xbra xa XFEH
P(w) — ~~
w(@y) Y(ziy) Y(@iqg)

Partie 2 : Systémes semi-Thuéiens

Q1 Montrer que pour les systémes S qui conservent la longueur (i.e. V(I,7) € S, |I| = |r|), le probléme
(ACC-ST) est décidable.

De fagon naive, nous souhaiterions construire et visiter les sommets du graphe orienté G = (V, E) issu des
dérivations successives en partant de u, a travers le systéme S et en cherchant v.

Le graphe est construit par itérations en partant d’un sommet w accessible depuis u (tel que u —% w) et en
formant des arétes entre ce sommet w et tous les sommets atteignables W’ depuis w par dérivation immédiate
(u—=5wA (V' e W, w—gw') = u—%w). La construction du graphe débute au sommet u ce qui implique
qu’il existe un chemin entre u et tous les sommets du graphe.

Puisque le systéme S est fini, trouver les dérivations immédiates d’'un mot w € A* peut étre réalisé en temps
fini.

Un tel graphe garantit 1’équivalence suivante :
Ywe A", u—sswesweV
En effet,
Vw e A" u =5 w=In € N,AD = (u = ug, uz, ..., up, = w) € (A")",Vi € [0,n — 1], u; =5 Uit1
Or, par application systématique de la régle de construction,
= ((u; s U1 AU EV = ujpg EV)Aug=ueV)
=Vie[0,n],u; €V.

En particulier w € V.

A Tinverse, puisqu’il existe un chemin entre u et tous les sommets du graphe,

Vw € V,3In € N,3AD = (u = ug, u1, ..., up = w) € (A")",Vi € [0,n — 1], (us, uiy1) € E

Et par construction,
V(s,s') € E,s =g s



Donc,
AD = (u = ug, U1, ..., Uy, = w) € (A")", Vi € [0,n — 1], (u; =5 uir1) = Vi € [0,n],u =5 u;

En particulier, u =% w.
Donc nous avons bien Vw € A*, v =% w < w € V. En particulier, u 2t v o ve V.

Jusque-1a, nous avons étudié la formation du graphe sans nous intéresser au fait que le systéme S préserve
la longueur. Cela implique notamment que ce qui a été démontré pourra resservir dans les questions suivantes.
Cependant, tel quel, nous ne pouvons pas garanti que le parcours d’un tel graphe a la recherche de v permettra
de décider de u —% v. En effet, le graphe ainsi produit pourrait étre infini : |V| = oco.

Le systéme S est tel que V(I,r) € S,|l| = |r|. Cela implique que,
Yw,w €A, w—ogw
=3lr)eSJa,BeAw=a-l-AW =a-r-BA|l|=r|

=3(l,r) € 8,3 a,f € A%, Jw| = |af + || + |B] = |af + [r| + |B] = ']

= |w| = ||
On a donc Yw,w' € A*,w —g w' = |w| = |w'|. Par induction immédiate, cela implique & son tour que
Yw,w' € A%, w =% w' = |w| = ||
Puisque nous avons déja démontré que Vw € A*,w € V < u —§ w. Nous avons que YVw € V, |w| = |u|. Le

nombre de sommets de ce graphe est donc fini, car inférieur au nombre fini de mots de taille |u|, |A|l“.

Il s’agit donc de créer un graphe fini, dont la production de chaque sommet et de ses arrétes a lieu en temps
fini, puis de le visiter. Cela prendra donc un temps fini. De plus, nous avons prouvé I’équivalence entre u —§ v
et 'existence d’un chemin entre u et v au sein du graphe. Donc puisque nous avons montré que ’algorithme de
parcours et construction termine correctement, nous sommes garantis qu’il trouvera v ssi u =% v. La machine
de Turing qui met en place cet algorithme et retourne "oui" si le mot v est trouvé et "non" sinon décide donc
du probléme (ACC-ST) contraint aux systémes qui conservent la longueur.

En particulier, voici un algorithme écrit en pseudo-code qui décide de u —% v. Nous avons vu en cours que
Pexpressivité d’'une machine de Turing est supérieure & un tel algorithme et il est donc nécessairement possible
de créer une machine de Turing qui le simule.

Données : u € A*, v € A*, S systéme semi-Thuéien fini

si longueur(u) # longueur(v) alors
| retourner Faux

mémoire < Ensemble()
pile + Pile()
pile.empiler(u)

tant que (non estVide(pile)) faire
w < pile.dépiler()
si w = v alors retourner Vrai
si mémoire.contient(w) alors passer
mémoire.empiler(w)
pour (I,r) € S faire
motsDérivés < dériverImmédiatement(u,l, )
pour w € motsDérivés faire
‘ pile.empiler(w)

retourner Faux
Algorithme 1 : Parcours du graphe des dérivations pour un systéme semi-Thuéien qui
conserve la longueur

Q2 Supposons qu’il existe un ordre total C sur les mots de A*, qui est compatible avec le produit i.e. tel que
Va,u,v, € A"\ uCv=a-u-BCa-v-0

et tel que les ensembles ordonnés (N, <) et (A*, C) soient isomorphes. un systéme S est dit croissant pour
Pordre C si, V(I,7) € S, I C r. Montrer que pour les systémes S croissants pour un ordre vérifiant les hypothéses
ci-dessus, le probléme (ACC-ST) est décidable.



Nous souhaiterions réimplémenter un algorithme dont le but serait de construire et inspecter le graphe
G = (V, E) exhaustif des dérivations de u, & travers le systéme S, a la recherche du mot v.

Cependant, il faut montrer que ces nouvelles conditions permettent elles aussi de restreindre ce graphe a un
ensemble fini. Sinon, rien ne garantirait la terminaison de notre Machine de Turing.

Nous pouvons substituer a ce graphe le sous-graphe G’ = (V’, E’) constitué exclusivement des sommets
représentant un mot w € A* tel que w C v et préservant les arétes entre les sommets restants.

Nous pouvons démontrer deux propriétés par rapport a un tel graphe :

(u—=%v) <= (FneN,ID=(u=ug,u,...,u, =v) € (A", Vi € [0,n — 1], (us,ui+1) € E')

Autrement dit, il y a équivalence entre la dérivation de v en v par S et I'existence d’un chemin entre u et v
dans G'. Et,
V'] < o0

Pour montrer la premiére propriété, démontrons d’abord que Vw € A*, v Cw A v # w = w /A5 v. En effet,
Y(l,r) €S,

(lCr)= Ma,pe A" a-l-BCa-r-P)
= (Vw,w’' € A"\ w —gw = wCw)
= Vw,w' € A", w—=§5w = wlw)
= (Vw,w' € A", wZw = w A w)
= (Vw,w’ € A" w#wAw Cw=w+Auw)
= Vwe A" w#vAvCw = w A5 v)
Par contraposée, on a Vw € A*,w =5 v =w C v.
Ensuite, si v =% v alors I3n € N,3D = (u = ug, w1, ..., un = v) € (A*)",Vi € [0,n — 1],u; =5 u;y1. En
particulier, Vi € [0,n],u =& u; A u; =% v. Ainsi,

Vi€ [0,n],u =% u; = u; € GA(Vj€[0,n—1],((us, ui+1) € E)

comme vu dans ’exercice précédent.

De plus,
Vi€ [0,n],u; =& v,u; Co=u;  V\V' AN €[0,n—1],(uj,uis1) € E\ E

Ensemble, cela implique que

Vi € [0,n),u; € V' AVj € [0,n —1], (us, uiy1) € E

On a donc bien,

(u—=§v) = (In € N,3D = (u = ug, U1, ..., up, = v) € (A*)",Vi € [0,n — 1], (us,u;+1) € E')

Au contraire, si u A% v alors v ¢ V et comme V' € V, v ¢ V. Donc v —§ v & v € V'. Donc il est
impossible que In € N, 3D = (u = ug, u1, ..., up, = v) € (A*)", Vi € [0,n — 1], (us, ui+1) € E’.

Nous avons donc montré qu’il y a équivalence entre u —% v et I'existence d’un chemin dans G’ de u vers v.

Pour montrer la seconde propriété, nous rappelons qu’il existe un isomorphisme entre (N, <) et (A*,C). I
existe donc une bijection ¢ : A* — N tel que Vw,w’ € A*,w C w' & ¢(w) < ¢(w’). En particulier, toute suite
strictement croissante wy, ws, ws, ..., wy, Vn € N de A* est telle que n < ¢(wy) — d(wy) + 1 (si wy C w, sinon
une telle suite ne peut pas exister). En effet, puisque la suite est strictement croissante dans (4*, C), nous avons
que ¢(w;r1) — ¢(w;) > 1 donc p(wy,) — d(wy) = Z:.:ll (wig1 —wy) > 2?2—11 1 =n — 1. En particulier, puisque
tous les sommets du graphe G’ représentent des mots distincts w et que pour chacun w < v, nous pouvons
mettre ces mots dans une suite strictement croissante. Nous avons alors que la taille de cette suite est inférieure

ou égale a ¢(v) — d(u) + 1. ¢(v) et ¢(u) représentant des nombres finis, il advient que le cardinal de V' est fini.

Nous avons donc démontré que le sous-graphe G’ conserve un chemin vers v et contient un nombre fini
de sommets. Ce graphe est constructible en tentant de construire le graphe G mais en refusant les sommets



w,v T w A w # v. Comme le graphe G, la production de chaque sommet et de ses arétes peut donc avoir lieu
en temps fini.

Une machine de Turing qui construit et parcourt le graphe G’ termine donc forcément en ayant trouvé v si
u —% v. Elle peut donc décider du probléme (ACC-ST) contraint aux systémes croissants dans (A*,C).

Suit un algorithme en pseudo-code qui décide de u =% v.

Données : u € A*, v € A*, S systéme semi-Thuéien fini
mémoire < Ensemble()

pile « Pile()

pile.empiler(u)

tant que (non estVide(pile)) faire
w < pile.dépiler()
si w = v alors retourner Vrai
si v C w alors passer
si mémoire.contient(w) alors passer
mémoire.empiler(w)
pour (I,r) € S faire
motsDérivés « dériverImmédiatement(u,l, )
pour w' € motsDérivés faire
‘ pile.empiler(w’)

retourner Faux
Algorithme 2 : Parcours du graphe des dérivations pour un systéme semi-Thuéien croissant
dans (A*,C)

Q3 En déduire que le probléme (ACC-ST) est décidable pour les systémes S qui n’ont qu’une régle.
Nous pouvons séparer ce probléme en deux cas complémentaires.

Si Punique régle (I,7) de S est telle que |I| = |r|, S est un systéme qui conserve la longueur tel qu’étudié
dans la question 1. Nous avons déja montré que pour un tel systéme, le probléme (ACC-ST) est décidable.

Sinon nous avons nécessairement que |I| # |r|.

Si I'unique régle est telle que || < |r|, alors le systéme entier est croissant pour les longueurs. Dans ce cas,
nous pouvons proposer une machine de Turing inspirée de celle obtenue & la question précédente. En effet,
Pordre sur les tailles n’est pas total donc on ne peut pas directement réemployer la solution de la question
précédente. Cependant, nous conservons la propriété Vw € A*, (Jv| < |w| A w # v) = w A% v.

Cette propriété nous assure que si 'on contraint le graphe G = (V, E) des mots obtenus par dérivation
depuis u & la recherche de v a travers S au graphe G’ ou seuls sont conserveés les mots w € A*, |w| < |v|, nous
préservons 1’équivalence

u—5v < (IneN,3ID = (u=ug,u1,...,u, =v) € (A*)",Vi € [0,n — 1], (us,u;+1) € E')

De plus, nous pouvons montrer facilement montrer que le graphe G’ est fini. En effet, tous les sommets w
de V' sont tels que |w| < |v| par définition, donc le nombre de sommets de V' est inférieur au nombre de mots

Ayl
M<oosi|A|7élet

de A* de taille inférieure ou égale a |v|. Ce nombre est fini et égal a ELUZ‘O\AV = A

|[v]| + 1 < oo sinon.

Les conditions sur G’ sont donc réunies pour mettre en place un algorithme de construction et de parcours
de G’ qui garantit de trouver le sommet v en temps fini si v —% v et de terminer sans le trouver sinon. Nous
pouvons donc implémenter cet algorithme dans une machine de Turing et cette derniére décidera du probléme.

Enfin, si 'unique régle est telle que |I| > |r|, alors le systéme entier est décroissant pour les longueurs. Nous
pouvons alors nous intéresser au graphe G” ou seuls les sommets w de G tels que |w| > |v| sont conservés.
Encore une fois, nous avons la propriété Vw € A*, (Jv| > |w| A w # v) = w 4% v qui garantit Péquivalence

u—5v < (IneN,3ID = (u=ug,u1, ..., up, =v) € (A*)",Vi € [0,n — 1], (us, uir1) € E”)

De plus, Vw,w’ € A*,w —§ w’' = |w| > |w’| donc puisque le graphe G” est construit par dérivation de u,

Ayl
Yw € V" |u] > |w]|. La taille de G” est donc fini car |V"] < % < oo si|A] # 1 et |u| + 1 sinon.



Les conditions sur G” sont ici encore réunies pour mettre en place un algorithme de construction et de
parcours de G”' qui garantit de trouver le sommet v en temps fini si v =% v, et de terminer sans le trouver
sinon. Nous pouvons donc implémenter cet algorithme dans une machine de Turing et cette derniére décidera
du probléme.

Ainsi, dans tous les cas, le probléme est décidable donc le probléme entier est décidable.

Q4 Résoudre le probléme (ACC-ST) sur les instances suivantes :

S1 ={(ab,ba)}, u; = aabbb, vy = bbbaa

Sy ={(ab, ba), (ab, aab), (aa,ba)}, uz = aadb, vy = ababa

S ={(z0,z1), (z1,20)} U {(x0"10,20"11)|0 < n < 5} U {(«0"11,20"10)|0 < n < 5},
uz = 1111111, vs = 20000000

Sy ={(aba,¢), (g, aba)}, us = a*¥*2p?92! vy = (ab)?"*! ¢!

Soit S1 = {(ab,ba)}, u; = aabbb, vy = bbbaa, on obtient :

u1 —aabbb
ababb
baabb
babab
bbaab
bbaba
bbbaa = v

Soit Sy = {(ab, ba), (ab, aab), (aa,ba)}, us = aab, va = ababa, on obtient :

us =aab
aba
aaba
aaaba
ababa = vy

Soit S5 = {(z0, 1), (21, 20) }U{ (2010, 20™11)|0 < n < 5}U{(20"11,20™10)|0 < n < 5},uz = £1111111, v3 =
20000000, on obtient :

Soit Sy = {(aba,¢), (¢, aba)}, us = a***2p?92 vy = (ab)2021q202!
1y =q 10122021 (1)

C114041abeO20 ( )
a4041 aba babQOQO ( )
4041 ;72020 (4)
44040 ,p 12020 (5)
(6)

a4040b2020

Entre I'étape 1 et 1'étape 6, on a a”~2 et b"~'. On répéte donc I'opération 2020 fois afin d’obtenir : €.

€ (7)
aba (8)
ababaa (9)
ab®a? (10)

Ainsi, on répéte cette opération 2020 fois afin d’obtenir (ab)?0?!q202!



ug =21111111

20010010 20100100
0111111

20011010 20110100
0101111

21011010 1110100
1101111

21111010 21010100
1001111

20111010 20010100
20001111

20101010 20011100
20001011

21101010 1011100
21001011

21001010 21111100
1101011

20001010 20111100
20101011

20001110 20101100
20111011

21001110 1101100
1111011

1101110 21001100
21011011

20101110 20001100
20011011

20111110 20001000
20010011

1111110 21001000
21010011

21011110 21101000
1110011

20011110 20101000
20110011

20010110 0111000
20100011

21010110 21111000
21100011

1110110 21011000
21000011

20110110 20011000
20000011

20100110 20010000
20000010

21100110 21010000
21000010

21000110 21110000
21100010

20000110 20110000
20100010

20000100 20100000
20110010

21000100 21100000
21110010

21100100 21000000
21010010

20000000 = v3

Partie 3 : Machines de Turing versus Systémes semi-Thuéiens

Q1 L’application C est-elle injective 7 surjective ?

a3 = {a} U {l>, D}, ddy,ds € DI(M), di =a, dy =all, dy 75 ds, C(dl) =% = C(dg)
Donc 3dy, ds € DI(M), dy # da A C(dy) = C(d2), la fonction C n’est pas injective de CI sur CONF.
Ve € CONF(M), Ju,v € £, 3g€Q, (u-v) e - (\{>}), c=uql>,
3d € DI(M), d = uqu, C(d) = uqu™ = ¢
Donc Ve € CONF (M), 3d € DI(M), C(d) = c. C est donc une fonction surjective de DI — CONF.
Q2 Donner un systéme semi-Thuéien Sy sur * tel que, pour tous di,dy € DI(M) on ait :
dy HEM do = C(dl) Fj\/l C(dg)
et pour tous ¢y, co € CONF(M) et d; € DI(M) on ait :

(C(dl) =c; et l_j\/t CQ) = (Hdg € DI(M), dq —>§M do et C(dg) = 02)

Sous ’hypothése que || < 0o, le systéme Spq est défini par les trois propositions suivantes.

Y(¢.z,q,y, R) €0, (qz,yq") € Spm



V(g,z,q',y, L) €6, Vu e ¥, (ugx,q py) € Sm

Y(l,r) € Sm, 3¢, ¢ €Q, Ja,y €T,
(l=qxAr=yqd Ng,z,¢,y,R) €d)V B ue, l=pugxAr=qduyA(qgzq,y,L) €J)
Démontrons maintenant que les propositions demandées sont respectées par un tel systéme.

D’abord, montrons que :

le,dg S DI(M), d1 —>§M d2 = C(dl) }_j\/( C(dg)

Cela s’obtient immédiatement par induction si nous avons :

thdg S DI(M), dl HSM dg = C(dl) FM C(dg)

Vdy,ds € DI(M),
di —s,, da
= 3(l,r) € Spm, Ja, f X", dy =alB, dy = arp
= 3(l,7) € Sy, o, Bz, y € X7, g1, 42 € Q, (I = qux, 7 = yqo, di = aqrzB, do = ayqefAI(q1, 2, q2,y, R) € 0)
V(@Er €L, I =pqz, r=qupy, di =apqzb, dy=aguyBA(q,z,q,y, R) €0)
= (Fa, 8,2,y € X%, 1, ¢2 € Q, dv = aqapB, dz = ayq2B A a1, 7,¢2,y, R) € 9)
V (o, B,z,y € 3%, Aq1,q2 € Q,Fp € X, di = auqrxfB, do = aguyB A (q1,2,q2,y, L) € 6)

Séparons les deux propositions reliées par V pour faciliter la lecture.

ElOé,B € 2*7 Elx7y € E) ElqlaQQ S Qa dl = O‘qlx57 d2 = ayq?ﬁ A El(Qlaxan7y’R) €9
= E'Oé, ﬁ € 2*7 Hl’,y € Ea 3(117112 € Qa C(dl) = O‘ql‘rﬂmoo’ C(dQ) = ayq?ﬂljooa ﬁDOO € EOOAH(ql,$,q2,y,R) €0
= C(dy) Fs,, C(d2)

D’autre part,
ElOé,ﬁ c Z*,Elx,y,u S 273(]1,(12 S Q7d1 - aquxﬁadQ - (XQQM?Jﬁ /\H(QM%Q%%L) S 6
= Ela7ﬁ c E*a 3337%11 c EaHQMQQ S Q7 C(dl) = aquxBDOOa C(d2) = anuyﬁDmaﬁDm c Eoo/\zl(qhxquay)R) S 0

= C(dl) FSM C(dg)

Puisque les deux propositions impliquent que C(d;) Fs,, C(dz2) et quune au moins est vraie, nous avons
que le,dg S DI(M>7d1 — S d2 = C(d1> l_SM C(dg)

Montrons maintenant que,

VC1,CQ S CONF(M),le S DI(M), (C(dl) =c1 N Fj\/l CQ) = (E'dg € DI(M), dy _>§M doy A C(dg) = Cg)

Encore une fois, cela se démontre immédiatement par induction si nous avons :

Vcl,CQ S CONF(M),le c DI(M), (C(dl) = (1 A C1 FM CQ) = (E'dg € DI(M), dl *)SM dg A C(dg) = CQ)

Nous étudions la proposition équivalente,

Vcl,CQ S CONF(M),le S DI(M), C(dl) =1, C1 FM Cy = (Hdg S DI(M), d1 %SM d2 A C(dz) = CQ)

Vei, s € CONF(M),Vd; € DIM), C(dy) = c1,
cabm e
= Ja,f e X, f €2, 8 =p0%, 31,92 € Q,Fz,y € %,
(a1 = aqaf’,co = ayqf',di = aquzB A (q1, x, 42, y, R) € 0)



V (3p e X, e =apqiafca = aguyl’,di = aqxf A (q1, %, q2,y, L) € 9)
Séparons encore une fois le probléme entre les deux propositions.
Vep,co € CONF(M),le € DI(M)7C(d1) =C1, E'Ck,ﬁ S Z*, 35/ S 20075/ = ﬂDOO, E'ql,QQ € Q,E'.’E,y € Z,
1 = O‘qlxﬂlaCQ = ayQQﬂl7d1 = OZQ1$57/\((]1a$7QZay»R) € d
= = ayqf,dy = aqzf A 3(l,7r) € Sm,l = quv,m = yqo
= 3dy € DI(M), dy = ayqeB, (c2 = ayqf',di = aquzB A 3I(1,7) € Syl = v, 7 = ygo)
= ddy € DI(M),d2 = OéyQQ,B, (Cg = OéyQQ,B,,dl = oqua:ﬂ A dy S dy N ¢y = CI(dQ))
= dd, € DI(M),dl S m do N ¢ = CI(dQ)
D’autre part,
vclch S CONF(M),le € DI(M)vc(dl) =C1, E'Oé,ﬂ S Z*a 36/ € Eooaﬂl = ﬂDOOa ElqhQQ S Qa E'.T,y S Za
EI/J’ S Ev 1 = aﬂQlﬂUﬁ/a Co = an,uyﬁlvdl = Oé,UQLITB, A(Qla z,q2,Y, L) €d
= 3p € X, 0 = ca = agapyf,auqzf A (1) € Sp,l = pgrz, T = qopy
= 3/1‘ € E7 dds € DI(M)7 da = OZ(J2Nyﬁ> (CQ = OZCI2Ny5/7 dy = QNQI$5 A 3([,7") € S./\/lul = Mq1T, T = Q2ﬂy>
= Ju € ¥,3dy € DI(M),ds = agapypB, (c2 = agapyB’,di = apqrzf A di —s,, d2 A c2 = CI(dy))
= dd, € DI(M),dl — S do N ¢ = CI(dQ)

A nouveau, puisque les deux propositions impliquent que (3dy € DI(M), d; —s,, do A C(d2) = ca) et
qu’une au moins est vraie, nous avons que :

Ver,co € CONF(M),le € DI(M),C(dl) =cC1, C1 Fm oo = (Hdg € DI(M), dq S do A C(dQ) = CQ)

Q3 Montrer que la machine M accepte un mot u € I'* si et seulement si,

JveXQLE", ¢ _u =5, v (11)

La machine M accepte un mot v € I'* est équivalent a

Jez € CONF(M), 3u,v € %, q4 € Q4,2 = uqyvd>®,q_  uld™ i co

Dans un sens,
= (Edl S DI(M>7d1 =q_pu, C(dl) = q_DuDOC = ddy € DI(M)7d1 _>A*SM do N\ C(dg) = 02)

= JveDLqg_ u—s,, vAQQuveX q €Qy,C(v) =uquld™)
= J eV QLTY, q_pu =5, v
Dans l'autre sens,
JveTQLE", q_u —5, v
= q_uld> ), o0
= Jez € CONF(M), Ju,v € %, q4 € Q4,c2 =v0%,q_ul™ Fy
= Jez € CONF(M), Ju,v € ¥%,q4 € Q4,2 = ugpvd™,q_ ul™ Fyy e
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Q4 On considére 'alphabet Y i=3%U Q U{#} obtenu en ajoutant un nouveau symbole # & ¥ U Q. Construire
un systéme semi-Thuéien T sur 'alphabet ¥ tel que, pour tout mot u € T'*, (13) est vrai si et seulement si

q_pu %}M #.

Vg€ Q4 (. #) €S
Vi € X, (u#t, #) € 8’
Vi € X, (#u, #) € 5
Vi,r)e S, 3AqgeQu,l=qrr=#)VEpeXl=pu#tAr=4#)VEBueX,l=#unr==#)
Thm =SmuUs

Nous avons déja démontré qu’il y a équivalence entre ’acceptation d’un mot u € I'* par une machine M et
Jv € ¥*Q4X", q_pu —5,, v

Le systéme T garantit toujours cette équivalence dans la mesure ou les régles (I,7) qui y sont ajoutées
((I,r) € Tag \ S = 57) sont telles que I = ¢, q € Q4 ou Fu,v € B*,1 = uftv. Autrement dit, le premier type de
régle ne permet une dérivation que sur un élément de la forme de v et ne peut donc pas agir rétroactivement
sur la dérivation ¢ u —%  v. Le second type de régle ne pouvant s’appliquer qu’aprés l'usage de la premiére
régle dans la mesure ou {#} n’appartient pas a I’alphabet de M, il n’y a pas non plus d’action rétroactive.

De ce fait il y a donc I’équivalence entre I'acceptation d’un mot u € I'* par une machine M et Jv €
DIAND IS q_pu —>}M V.

I suffit donc de montrer maintenant qu’il y a équivalence entre Jv € X*Q4X*, ¢_ u =Ty U et
q_pu =7, 4.

Montrer I'implication de gauche a droite est triviale dans la mesure ot nous avons v —7, = # en employant
la régle issue de la premiére proposition de la définition de S" C T : Vg € Q4+, (¢, #) € S’ puis en employant
les régles issues de la deuxiéme et proposition de la définition de S’ qui permettent d’enlever les éléments
respectivement & gauche et a droite du #.

Il faut maintenant démontrer que ¢_ u —3, ~# = (v € ¥*'Q1¥%q¢_ u —7},  v). Pour cela, il suffit de
remarquer que le symbole # n’appartient pas & 'alphabet de M et ne peut apparaitre que dans une relation

du type q € Q+7 (qv #) On a donc q_pu _>%M # = Jve (E U Q)*QJr(E U Q U {#})*7 q_pu _>§"M v _%“M #

Or, nous avons que Yw,w' € (B U QU {#})*,w =1, w = |wlseq + |w|lg = |w'l4eq + |w'|x. Puisque,
lg_pulgeq +1a_puly =1et g u—%, v, alors [v|geq +[v|g = 1A |v]geq > 1 = |v]g = 0A[v]geq = 1. Donc
v E Q. Y".

Donc il y a bien équivalence entre Jv € ¥*Q X", ¢q_ u =y vetg_pu —p o #. Et puisquil y a aussi
équivalence entre Jv € X*Q4+ X%, ¢ u —p  vet v € XQLE", ¢ u —%, v, ily aéquivalence entre
Jv € E*Q4Y", q_pu —5,, vetq_pu =7 #.

Q5 Donner une réduction du probléme (ACC-MT) (le probléme de I'acceptation pour les machines de Turing)
au probléeme (ACC-ST).

Supposons qu'’il existe une machine Mg qui prend en entrée un mot w et un systéme semi-Thuéiens Sy et
3 n in I ot *
qui retourne "oui" en temps fini si w — S #.

Montrons que pour toutes instances (machine de Turing M, mot w) du probléme d’acceptation, il est possible
de créer une machine R(ps ) qui termine en temps fini tel que Msr(R(nr,z)) = "oui" si M termine sur x et
"non" sinon. Autrement dit, montrons qu’il existe une réduction de (ACC-MT) a (ACC-ST).

Construisons la machine R qui prend en entrée une machine M et un mot x et qui retourne le systéme
semi-Thuéiens T tel que décrit précédemment, ainsi que le mot ¢ .

Montrons que pour toute entrée, R termine en temps fini. Le retour de ¢ ~z a partit de = a lieu en temps fini
de facon triviale. La construction de Ty, a lieu en temps fini puisqu'il s’agit de construire une régle par transitions
"droites", |X| régles par transitions gauches et un nombre fini de transitions supplémentaires proportionnel &
|Q+] et |X]. Ainsi, dans la mesure ot une machine de Turing posséde un nombre fini de transitions et d’états
acceptants, et sous hypothése que I'alphabet qu’elle emploie est lui aussi fini, le systéme T, est fini et sa création
a lieu en temps fini.

Le systéme T} est construit de telle sorte a ce qu'’il y ait équivalence entre ¢ o —7, ~# et acceptation de
x par M, donc Msr(Rprq)) répond au probléme de (ACC-MT) en temps fini. Il y a donc une réduction du
probléme (ACC-MT) au probléme (ACC-ST). Cela implique que le probléme (ACC-ST) est indécidable.
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Q6 Montrer que, méme en se restreignant aux systémes semi-Thuéiens sur l'alphabet a 2 lettres {a,b}, le
probléme (ACC-ST) reste indécidable.

Nous avons montré en cours que si une fonction f : {0,1}* — {0, 1}* est calculable par une machine de Turing
M = (%,Q,9), alors f est calculable pour une machine de Turing M " définie sur un alphabet " =T'U {>,0},
I' = {a,b}. Pour cela, on code chaque symbole de ¥ en base 2 sur log(]X|) bits, en choisissant arbitrairement
que a correspond a la valeur Oz et b & 15 (ou inversement).

Ainsi, si le probléme de ’acceptation pour les machines de Turing ayant un alphabet composé de quatre
symboles Y =Tu {>, 0} était décidable, alors le probléme de I’acceptation pour toute machine de Turing
(ACC-MT) serait également décidable. Or, (ACC-MT) est indécidable, donc le probléme de l'acceptation pour
les machines de Turing M = (E', Q/,él) telles que |E,| = 4 est indécidable.

Enfin, puisque l'acceptation d’une machine de Turing M  d’alphabet " = T'U {>,0}, I' = {a, b}, est
indécidable, et que cette machine peut étre simulée par un systéme semi-Thuéiens sur I'*, le probléme (ACC-
ST) est indécidable pour les systémes semi-Thuéiens sur {a,b}*.

Partie 4 : Systéme semi-Thuéiens versus Probléme de Post
Q1 Montrer que, si u = ug —s U1+ —s Up = v, alors ®(S, u,v) a une solution utilisant p occurrences de
couples de l'ensemble {IZ.%r; | 1 < i< mn}.

Nous avons que Vi € [0,p — 1],u; —s w;+1. Pour tout u; —g u;11, une régle de S est employée. On peut
donc réaliser une suite (s;) telle que Vi € [0,p—1],s; € [1,n],3 i, B € {a,b}*,u; = a; s, Bi Nujp1 = o 1s; B

Nous proposons la notation @ qui envoie tout mot w € {a,b}* vers une suite d’entiers A, telle que Vi €
[0, |w| = 1] :

3 siw; =a
N =
4 sinon.

On considérera qu’une suite A\ placée dans la suite de réponse correspond en réalité a placer tous les éléments
de A successivement.

Nous proposons la notation fi qui envoie tout entier u € [1,n] vers p + 5.

On propose la solution k = 1+Z§:01(2+|a1-|+\6i|) et lasuite 1, ay, 81, B1, 5, G2, $2, B2, 5, ey Op—1, Sp1, Bp—1, 2.
Cette solution emploie les couples §;,Vi € [0,p — 1]; autrement dit, elle emploie p occurrences de I’ensemble
{(ll, Tl)|l S [17 n}}

Cela donne comme mots construits (nous n’emploierons pas les notations w;, u;,u;, et v;, v;,v;, car la suite
u a été redéfinie dans 'exercice) :

e op lg, Bofte of 15, BY #w .. oy I5, | By #ov 4

et
#HHru H Tag Ty “Po xF Ton Trs, TP A L a1 Trs, ) TBpo1 THH

T

Or, Vi € [0,p —1],u; = a; ls; Bi N uip1 = a; 15, B done Vi € [0,p — 1,2 ofy I§, | BFy = aufy, =
o; Prs, TP .

Donc les deux mots sont égaux a :
#Haug # xuy # .. HFru,#HH

Nous avons donc montré que si u = ug =g u1--- =g up = v, alors (S, u,v) a une solution utilisant p
occurrences de couples de 'ensemble {IZ,*r; | 1 <i < n}.

Q2 Montrer que, si H € {D,F,L,, Ly, Ly, R1,...,R,}* est une solution atomique, alors H est de forme :
H=D -Hy F
avec Hy € {Lq, Ly, Ly, Ry, ..., Rp}* et

©(Ho)#"v = u"#1(Hp)
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Si H est une solution, en particulier on a que Mp(H) =1 ¢)(H) (les premiers symboles sont égaux) et
o(H)Y = (H)=Y (les derniers symboles le sont aussi). Puisqu’aucun des couples de ®(S,u,v) ne posséde
un élément nul, cela implique que W (Hy) =W ¢ (Hy) et o(H ) ™Y = o (Hg) Y.

Or, seul D est tel que Mp(D) =1 (D) et seul F est tel que o(F)—Y = (F)(~1). Donc toute solution
est forcément décomposable en D - Iy - F' avec Iy € X*. En particulier, une solution atomique est une solution,
donc elle doit étre pareillement décomposable.

Montrons maintenant qu’une solution atomique H est décomposable en D - Hy - F' avec en particulier Hy €
(X\{D, F})*. Pour cela, montrons que pour toute solution I de la forme D-Iy-F (comme montré précédemment),
si |Io|p,r > 1, alors la solution ne peut pas étre atomique.

Pour cela, remarquons d’abord que les symboles D et F' sont les seuls associés & des couples contenant deux
symboles # consécutifs. De plus, il n’est pas possible de créer deux symboles # consécutifs sans employer D
ou F'. En effet, il n’existe pas de lettres de X \ {D, F'} qui a travers ¢ donne un mot se terminant par #, et, a
I’inverse pour 1, il n’en existe pas qui donne un mot commengant par #. Il est donc impossible de placer deux
# consécutifs par ¢ comme par ¥ sans employer les symboles D ou F.

Supposons qu’il y ait un ou plusieurs symboles D ou F' dans Iy. Nous nous intéressons au premier symbole
D ou F de I.

Pour qu’il y ait égalité de p(I) et (1), les doubles # par ¢ issus du symbole D ou F sont rencontrés
par des doubles # par 1 aux mémes indices. Ces doubles # doivent venir du méme symbole puisque nous
nous intéressons a la premiére occurrence de #, a ’exception du D d’origine dont les # par ¢ et ¢ coincident
obligatoirement entre eux. De ce fait, la chaine extraite de ¢(I) du départ jusqu’aux doubles # issus du second
D ou du premier F' doit étre égale a la chaine extraite de la méme fagon sur .

Supposons d’abord qu’il s’agit d’un symbole D. Puisque les doubles # débutent ¢(D) et (D), nous avons
que le mot I’ extrait de I jusqu’a ce second symbole D non compris répond a ¢(I") = ¢(I’). Il s’agit donc d’une
solution. Puisque nous avons réussi a décomposer I en une solution et un autre mot différent de ¢, il ne peut
pas s’agir d’une solution atomique.

Au contraire, si le symbole est F, puisque les doubles # terminent ¢(D) et (D), nous avons que le mot
I' extrait de I jusqu’a ce premier symbole F' compris répond a ¢(I") = (I’). 1l s’agit donc d’une solution.
Puisque nous avons réussi & décomposer I en une solution et un autre mot différent de ¢, il ne peut pas s’agir
non plus d’une solution atomique.

Ainsi, quel que soit le symbole D ou F' contenu dans Iy, I ne peut étre atomique. Au contraire, puisque toute
solution atomique est solution et est donc de la forme H = D- Hy- F', nous avons forcément que Hy € X\{D, F'}.

Si H est une solution, alors p(H) = t(H), ce qui implique que si 'on coupe ¢(H) et ¢(H) aux mémes
indices, les sous-chaines extraites doivent rester égales.

En particulier, nous avons vu que H = D - Hy - F, ce qui implique que ¢(H) = ##x p(Hy) #xv*## et
W(H) = ##au® (Hy) x##. Si nous retirons de o(H) et (H) les trois premiers symboles ainsi que les trois
derniers, nous obtenons que ¢(Hy) #%v = u® ¢(Hp).

Q3 Montrer que, si H € {Ly, Ly, Ry, ..., Ry }*, alors Jug, vy € {a,b}* tels que :

w(H) =u§, ¢(H) = “vo,up =% vo oup=|H|g,, g

Nous pouvons remarquer que Vyu € {Lg, Ly, R1, Ro, ..., Rp}, 3N, A2 € {a,b}*,0(p) = A A(p) = “Ag
par observation des couples de ®(S,u,v). Donc, puisque ¢ et ¢ sont des homomorphismes et que Vwi, wy €
{a,b}*, wy - wi = (w1 -w2)* A "wy - "we = *(wy - ws), nous avons que VH € {Lq, Ly, Ry, Ra, ..., Ry }*, Jug, vo €
{a, b}, o(H) = ug ANp(H) = "vo.

Vp € NaVH € {LaaLbaRlaR27"'7Rn}*a|w‘{R1,R2,.A.,Rn} = p,H = ({LaaLb}*{RlaR%"'7Rn})p{La7Lb}*'
Cela implique Vi € [1,p], 3y € {a,b}*,Fapy1 € {a,b}*,3s; € [Ln],o(H) = (oals, aalsy...aplsti10pi1)® A
Y(H) = (oqTs, QaTs,y...0prs1Qp+1). Dans ce cas, ug = ails, aals,...aplsp10p11 €6 Vg = @175, Qalsy...0pTs110p 41

Nous pouvons alors procéder a la dérivation de ug selon la régle (14, , 7, ), qui existe forcément car s; € [1,n],
sur le premier sous-mot [,,.Une fois le résultat obtenu, nous pouvons réitérer une dérivation sur le résultat sur
le premier mot [y, et la régle (Is,,7s,) et ce jusqu’a I, et la régle (Is,,7s,). Le mot ainsi obtenu sera ug ou tous
les I5,,Vi € [1, p] auront été remplacés par rs, le rendant égal & vy. De plus, ce procédé a nécessairement lieu en
p dérivations donc nous avons prouvé ce qu’il fallait démontrer.
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Q4 Montrer que, pour tous mots H € {Lg, Ly, Ly, Ry, ..., Rp}*, u1 € {a,b}*,v1 € {a,b}",

e(H)# “v1 = ui#Y(H) = [ug —>g vioup=|Hlgr, R,

Nous procédons par récurrence sur |H|r,.

D’abord, pour Hp, = 0, H € {Lqg, Ly, R1, Ry, ..., R,}*. Si nous avons ¢(H)# “v1 = uf#y(H), et que
|o(H)|x = 0, nous avons ¢(H) = uf A vy = ¢(H). Nous pouvons utiliser directement la réponse & la question
précédente pour montrer que u; —% vy avec p = |H| g, R,.... R, -

Pour |H|z, = n+1, nous découpons H en une partie du début jusqu’au premier symbole L4 (non compris),
que nous nommons Hy avec |Hi|g, r,....r, =0, puis Ly et enfin le reste que nous nommons H’'.

En particulier, si nous avons ¢(H)# v; = uf#y(H), nous avons p(Hy ) #Hxp(H)#*v1 = uf#y(Hy)z#(H').
Puisqu’il y a égalité, nous pouvons supprimer tous les éléments jusqu’au premier symbole # (compris) des deux
cotés de Pégalité. Nous obtenons alors xo(H')# vy = o (Hy)a#y(H').

Juy € {a,b}*, uz = (H;), donc nous obtenons xp(H')# vy = Tusx#y(H') A |H'|L, =n.
Or, zp(H")#*v1 = “usa#Y(H') = p(H)# vy = ud#y(H’). Nous pouvons donc appliquer ’hypothése de
récurrence qui nous donne uy —' vy ou p’ = |H'|g, Ry, R

Cependant, nous pouvons aussi supprimer tous les éléments & partir du premier symbole # compris pour
obtenir : ¢(H;) = u]. Nous avons déja défini la variable uq telle que "uoz# = 1(Hy). Puisque |Hi|g, . R,....R =

0, nous avons donc u; —% wus ou p” = |H. selon la question 2.
y S #IR1,Ra2,...,Rn»
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Nous avons alors uy —% wus —% vy avec p” = |Hi|g, Ro,.., NP = |H'|R\,Ro,...r, = P+ D" =
|H|R, Ra,...,r, = p- Donc u; —% v;.

Par récurrence nous avons bien pour VH € {L,, Ly, Ly, Ry, ..., Ry}, u1 € {a,b}*,v1 € {a,b}*,

e(H)# “v1 = ui#Y(H) = [ug %g vi o p=|Hl|gr,, R,

Q5 Montrer que © —% v si et seulement si ®(S,u,v) a une solution.

Nous avons montré dans la question 1 que Vp € N,Vu,v € {a,b}*,u —% v implique que ®(S,u,v) a une

solution en p occurrences. Cela garantit que pour toute valeur de p, v —% v implique que ®(S,u,v) a une
solution finie. Cette généralité de p € N nous donne que "u —¥§ v implique que ®(S, u, v) a une solution finie".

Dans lautre sens, si ®(S,u,v) a une solution finie, il en existe forcément une atomique et selon la réponse
a la question 2, celle-ci est nécessairement de la forme H = D - Hy - F, Hy € (X \ {D, F})*. Dauns la question
4, nous avons montré que pour un tel Hy, o(H)# “vi = uf#Y(H) = [u1 =% v1 ou p = |H|g,, . r,]- Or,
puisque H est solution et H est de la forme D - Hy - F, en retirant les trois symboles de départ et les trois
symboles de fin de p(H) et de ¥(H ), nous devons obtenir le méme sous-mot. Il y a donc une égalité de la forme
©(Ho)#*v = u#1(Hy). Cela implique que u —% v avec p = |Hy|g, R,,...,r,- Or, puisque que H est fini, Hy
I'est aussi et donc |Ho|g, R,....r, < |Ho| < co. Nous avons donc montré qu’il existe toujours un nombre fini de
dérivations telles que uv —% v si ®(S,u,v) a une solution finie.

Il y a donc équivalence.

Q6 Conclure que ® est une réduction du probléme (ACC-ST) au probléme (PCP) et que (PCP) est indécidable.

S’il existe une machine qui décide du probléme de Post, il est possible de I'employer sur ®(S,u,v) pour
tout S systéme semi-Thuéien fini, u,v € a,b". L’équivalence démontrée en question 5 implique qu’en faisant
cela, nous sommes alors en mesure de décider de u —% v, qui correspond au probléme (ACC-ST). Il y a donc
réduction du probléme (ACC-ST) (contraint a I’alphabet {a,b}) au probléme (PCP).

Cependant, puisque le probléme (ACC-ST) est indécidable (méme sur alphabet {a, b}), comme nous ’avons
démontré aux questions 6 et 7 de la partie 3, cela implique que le probléme (PCP) est lui-méme indécidable.
Q7 Pouvez-vous maintenant résoudre (PCP) sur l'instance I3 de la partie I, question 47

Il est maintenant clair que linstance I3 du probléme (PCP) de la partie I, question 4 est équivalente au
probléme S; du probléeme (ACC-ST) de la partie IT, question 4. La résolution demeure peu esthétique mais la
méthodologie pour I'obtenir en devient triviale.
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