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PHYSIQUE QUANTIQUE

Devoir maison 2019 - Approche de Gamow de

la radioactivité o

1 Calcul de 'expression du coefficient de transmission

1. (a) Soit I’équation aux valeurs propres, dans la région 1 on peut remarquer que V(x) = =V,
h2
- %95”(55) —Vog(z) = Ed(x) (1)

(b) Nous pouvons donc réécrire I’équation :

h2
I @)~ Vio@) = Bo(o)
T @) + (Vo + E)o(a) = 0

2m
¢"(x) + 6%¢(x) = 0

2m(V0 + E)
h

avec |0 = on a bien ¢ positif puisque Vy et E sont positifs. Une solution de cette

équation est

¢1(l‘) — Aei&m +Be—i6m

—idx

0z qui correspond au terme de londe incidente. Et Be qui

(c) Dans cette équation nous avons Ae
correspond au terme de ’onde réflechie par la barriére en z = a. Le signe négatif nous montre que
I’onde est & contre sens par rapport a ’onde incidente c’est donc bien ’onde réfléchie.

2. (a) Soit I’équation aux valeurs propres, dans la région 2 on peut remarquer que V(z) = V4

2

a6 (@) + Vid(e) = E(a) @

(b) Nous pouvons donc réécrire I’équation :

h2
I (@) 4+ aola) = Bola)
2§ (@) + (B~ Vi)o(w) = 0
o) - 2= B ey o
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om(Vi — E)

avec | p = on a bien p positif puisque V; > E. Une solution de cette équation est

do(x) = CeP® + D

3. (a) Soit I’équation aux valeurs propres, dans la région 3 on peut remarquer que V(x) =0

h2

-2 (@) = Bota) @
(b) Nous pouvons donc réécrire 1’équation (3)) :
h2
@) = Bolw)
, 2mE
'@+ 2 @) = 0

¢ (x) + k*¢(x) = 0

2mE
avec | k = m

on a bien k positif puisque F est positif. Une solution de cette équation est

¢3($) — Eeik‘r +F7’Lkm

(c) Dans cette équation nous avons Fe'*®

qui correspond au terme de ’onde transmise aprés r = b. Et
Fe " qui est nul d’aprés I’énoncé. En effet ce terme correspond au particule qui reviennent aprés

avoir franchi la barriére. On peut donc réécrire I’équation de ¢s3 :

4. (a) Par identification on a ¢; = Ae®? et ¢ = Fe'**. On peut donc calculer le courant incident J; et le

courant transmis Jp grace a la formule suivante

(@)= (5 (0) 220 () 200y (@)
On a donc
71 = 2@ 2D () 20y

= %Hme—hmweéf + |Ale®®| A% §4]

h
:7142
oy [AI°0
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D’autre part

_ o (09r(x) 9971 (x)
_i —ikx 1. tkx ikx 1., —ikx
—i2m[|E\e |E|ike™ + |E|e™|E|ike™""]
:E|E|2k

m

On a utilisé que e¥ x e™¥ = 1.
J h |E|?k
(b) D’apreés ’énoncé on a que T = J—f = m|A|257;; et donc

_kIEP

T=51ap

5. (a) En utilisant la continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée au point a on a

¢1(a) = ¢2(a)
#1(a) = ¢3(a)

Ae®d 4 Be~i0a — (ClePt 4 De—pa
i0( A — Be"%) = p(CeP® — De™P%)

On cherche & établir une expression de A pour ce faire on procéde par combinaison, on effectue id

fois la premiére ligne que ’on somme & la deuxiéme. On obtient donc

2i0Ae®® = i§(CeP? + De™ %) + p(CeP* — De™P%)

= CeP*(i0 + p) + De=P*(id — p)

1 e—i6a
A==
2 i

[Ce™(i5 + p) + De " (i5 — p)

(b) En utilisant la continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée au point b on a

$2(b) = ¢3(b)
$5(b) = ¢5(b)

CeP? + De=rb = Fetkb

p(Cer® — De=rb) = ik Ee'*®
Nous voulons isoler une expression de C' et une expression de D, nous pouvons remarque que si I’on
effectue p fois la premiére ligne sommé avec le deuxiéme ligne nous pouvons obtenir une expression

de C. Si ’'on effectue p fois la premiére ligne et que ’on retranche la deuxiéme nous pouvons obtenir

une expression de D. En somme nous avons
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— Nous cherchons une expression de C, p(1) + (2)

pCef’ + pDe PP + p(CeP’ — De b)) = pEe'™® + ik Eet*®

2pCel’ = Be*(p + ik)

_ 1 ikb -
CiQpe””Ee (p + ik)

— Nous cherchons une expression de D, p(1) — (2)

pCef’ + pDe P — pCef® + pDe P = pEe*® — ik Ee*?

2pDe " = Eet*®(p — ik)
1
~ 2pe—rb

Ee™(p —ik)

(c) Récapitulons les différents expressions que nous avons obtenu

1 —ida
A= ie 5 [CeP*(i6 + p) + De™P(id — p)]
_ E ikb .
C 2pert e (p +ik)
= L Ee*(p — ik)
2pe—rb

1l vient naturellement d’injecter les expressions de C et D dans ’expression de A :

1 e—i&z e—pb ) epb )
_ E ikb . pa(: ikb o —pa(;:s
513 [—2p e (p + ik)eP (16 + p) + 5 Ee™(p —ik)e P (id — p)]

1 67i5a+ikbE b ] ) b ) )
= ZT[G”’( “(p+ik)(i5 + p) + €7 (p — ik)(i6 — p)]

Nous avons une expression de A en fonction de E, k, J, p, a et b cependant au vu de la question
suivante nous devons faire apparaitre une expression qui nous permettra de faire apparaitre un cosinus

et un sinus hyperbolique. Essayons de développer le crochet

67i(6a7kb)E

A= T(Sp[ﬂ(“) (i6p + p? — kb + ikp) + e”C= D (idp — p? + kb + ikp)]
e CE a2 : plb—a)( (2 ’
= TM[@ ((p” —ké) +i(ép+kp)) +e (=(p” = kd) +i(dp + kp))]

L’expression finale de T ne posséde pas de 62 ni de p on doit donc les enlever de A on obtient donc

e—i(éa—kb)E

k. . k p k. . k
A= —plb—a) (P _E 14 = plb—a)(_ (£ _ % 142
T (e I O R (R
k|E|?
(d) Par la question 4)b) on a T = (5|A||2 on cherche donc une expression de |A|%. Pour ce faire on pose
p k k . i , i .p_k .
K= 5 ; et|G=1+ 51 On a clairement G positif et K n’est positif que si 5 > ; en anticipant
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k
lapartieQdeonaKzg—f:1.512D0ncK>0.0nadonc
P

efi(&szb)E

v Ple Pt~ (K +i@Q) + e*C~9) (iG — K)|?
E[? —p(b—a) (b—a)y | i op(b—a) | —p(b—a)y|2
:1—6|K(e ’ —e” ) +iG(ef +e” )|

_|EP

L _ —a —a 1 —a —p(b—a
(K2 5 (o700 — PO P |G| ( 000 4 000 2

(= sinh(p(b—a))) (cosh(p(b—a)))
E 2
= %(K2 sinh?(p(b — a)) + G? cosh?(p(b — a)))

On a donc au final

kB!
= 371ap
_ k|EP? 1
0 |E]® G2 cosh?(p(b — a)) + K2 sinh?(p(b — a))
4

4k
5(G2 cosh?(p(b — a)) + K2 sinh?(p(b — a)))

X

1 1 r
6. (a) Quand z >>1on a e * << 1 et donc cosh(z) = 5(61 +e )~ % et sinh(x) = 5(6‘70 —e )~ %.

(b) Puisque p(b — a) >> 1. En injectant ’approximation dans ’équation précédente on obtient

Ak 1
=+ L o0
TR 1
16k ¢~200-0
T 5 G?+ K2

2 Estimation de la période radioactive de ’Uranium 238

7. On note my,, la masse de la particule a.

(a) On a mpq, = 4m,, = 6.68 x 10727kg. Ainsi

. \/2Mper B 8985 5 1041 T Vkg.kg.m?.s—2 1

i k= — analyse de dimension donne [k] = hgm?s 2 m
2mpar (Vo + FE . . . . .
ii. 6= "y é 0+ P) =1.176 x 10®>m~1, I’analyse de dimension est identique.
2m(Vh — FE
iii. p= m(Tl) = 2.248 x 10®m ™!, I'analyse de dimension est identique.
k "y p k .y
(b) Ona G=(1+ g) = 1.764 sans unité et on a K = 5T, 1.512 sans unité.
p
16k —2p(b—
(c) D’aprés la question 6)b) on a T = ?EIC);'(Q erf(@) @) = 3.151 x 10739, 'analyse de dimension
-1
donne [T] = m71 = sans unité ce qui est cohérent puisque nous assimilerons ensuite 7" & une
m

probabilité donc sans unité. De plus on a le droit d’utiliser approximation de la question 6)b)

puisque p(b—a) = 44.7 >> 1.
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8. (a) L’énergie d’une particule a pour expression EF = T + V ou T représente ’énergie cinétique et V

Pénergie potentielle. Dans le puit on a V(z) =V} on a donc

1
E = Qmpa,«v2 -V
1 2
impa'rv =E+V
02 = 2(E+ Vo)

Mpar

2(E+ W)

mpar

. , . . kg.m2.s_2 4 N .
On peut vérifier Panalyse de dimension [v] = ke s homogeéne a une vitesse.
Y

(b) v=1.857 x 10"m.s~*

9. (a) Le temps entre deux chocs consécutif est équivalent au temps que met la particule qui a tapé en a ou

Ad 2a
—a & parcourir la distance pour taper en —a ou a. On a donc At = — = 75 = — = 9.155 x 10~ %2s.
v v

On peut utiliser la physique classique puisque le facteur relativiste vaut v = = 1.001 ce qui

est négligeable.

(b) On cherche le nombre d’essai N de franchissement de la barriére par seconde. Ce nombre d’essai est
la durée sur laquelle on regarde (une seconde) divisé par le laps de temps entre deux essais on a donc
At 1

v .
N = — = — = — essais par seconde.
To T 2a

10. (a) On assimile 7" & la probabilité de franchissement de la barriére par la particule a. On cherche la
probabilité P de franchissement de la barriére par la particule par seconde. Sachant que 'on a le
nombre d’essai de franchissement par seconde et la probabilité de franchissement il vient que P est

le produit entre N et T donc P =TN.

(b) Il vient aisément P =T X %

a
11. (a) On a II la probabilité que la particule ait franchi le mur de potentiel au bout d’une durée 7. De plus
on a P la probabilité de franchissement de la barriére par la particule par seconde. Ainsi on a IT qui

est le produit entre 7 et P donc I = 7 x P.

(b) D’aprés I"énoncé la période 7 /5 est la durée au bout de laquelle cet élément a une probabilité II égale

1 2
al/2. Onrz;donc 1/2 = 73 x P donc 11/ = 7 = ﬁ = %. L’analyse dimensionnelle donne
[T1/2] = — = s ce qui est homogeéne & une période.
m.s
(¢) T2 = 145 x 10'7s = 4.616 x 10%ans. Nous avons donc que l'uranium & 50% de chance d’étre

désintégré apres 4.616 milliards d’années, cet élément est donc relativement stable. On comprend donc
la nécessité d’utiliser de 'uranium 235 pour les centrales nucléaires (qui a une période de demi vie de
0.71 milliards d’années). On comprend aussi pourquoi la Terre produit de la chaleur depuis longtemps
et pourquoi elle se refroidit lentement, effectivement la géothermie est produite par désintégration «

de 'uranium 238 principalement.

FIN.
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