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Avant propos

Ce fascicule a été rédigé (trés) rapidement, sa relecture a donc été superficielle. Ainsi certaines erreurs de frappe
et coquilles mathématiques sont encore présente.

Ce fascicule est un support au cours de mathématiques spé, il suit plus ou moins le cours de Mr Charpentier
(les chapitres n’étant pratiquement pas liés ils peuvent étre traités dans n’importe quel ordre), ce support
n’est donc pas une copie conforme du cours (contrairement aux autres fascicules) mais il traite exactement du
meéme programme. C’est un mélange entre le cours (équation différentielle, suites) et le support de Mr Artigue
(fonctions, divisibilité dans Z).

Amusez vous bien.
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Premiére partie

Compléments sur les équations différentielles

linéaires.

1 Equations différentielles linéaires du premier ordre.

1.1 Un type d’équation différentielle se ramenant au cas linéaire : les équations

de Bernoulli.

Equation différentielle de la forme

Y +a(x)y = b(z).y™

oum € R\ {0,1} et ou a et b sont deux fonction définies et continues sur un intervalle U de R.

Valable sur tout sous intervalle V' de U tel que Vx € V,y™(x) # 0. Diviser les deux membres par y™ et faire le
/

= y1™™ en remarquant qu’alors 2’ = (1 — m)y—m

changement de fonction-inconnue z = ——

L’équation différentielle en z alors obtenue est linéaire. Aprés résolution, ne pas oublier de calculer d’exprimer

y(z) et de ne pas s’arréter a z(z).

Exemple. —8zy' —y = xy>® sur RT on se raméne & une équation de la forme :
1 1
! 3
+—y=—-3
Yy Y gV

. 1 )
——7Z ainsi —1z/+ —z = 1. En réduisant
R 2 8

! 1 1
Onadonc%qL—y%:fé (laoﬂy;é()).Onposez:?doncz’: 8

8

. 0 1
les coefficients il vient 2’ — 4—2 = i.
x

1
La solution homogene est z(z) = Cz7 et la solution particuliére est z(z) = Az, on cherche X tel que A — 4—/\:17 =
x
1= A=3.Donc z(z) =tz + C.z7, finalement
1 1,1 I
y(z) = :i:(gx +Cz7)" 2 surR

Il y a donc deux familles de solutions I'une positive et ’autre négative.

2 Equation de Riccati
Equation différentielle de la forme
y'(x) = a(2)y(z)* + bz)y(z) + c(x)

(on nomme R cette équation) ou a, b, ¢ sont continues sur un intervalle I de R. On cherche y dérivable (donc de

classe C! puis qu’alors le membre de droite est continu).
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Supposons qu’on ait trouvé une solution particuliére yo. Posons y = yg + z alors I’équation R devient, :

Y =yo+2 =alyo+2)> +blyo + 2) + ¢ = ayg + byo + ¢+ (2ayo + b)z + az?

D’ou 2’ — (2ayo + b)z = az?.

On résout et on trouve z, on obtient y = yy + 2z qui est la solution générale de R.

Remarque. Les équations de Riccati se rameénent a des équations de Bernoulli (exemple en chimie cinétique).

3 Equations différentielles linéaires d’ordre 2.
Equation différentielle de la forme
y'(z) +a(@)y () + b(x)y(z) = c(z)

que I’on note (E), ou a,b sont des constantes et ¢ une fonction continue.
Soit I’équation homogene (H) : 3" + ay’ + by = 0 alors on associe son équation caractéristique r2 + ar + b = 0.

Donc r = ol ¢ est la racine carré de A le discriminant.

Si r_ # ry. La solution de H est de la forme :
yo(x) = C_e™" "+ Cpe™**
Si A =0. Alors ry =r_ = r la solution de H est de la forme :
yo(x) = C1e™ + Coxe™

On admet qu’on a 1a toutes les solutions mais vérifions que se sont bien des solutions :

Si A # 0. Comme H est linéaire il suffit de vérifier que e™? est solution. On a (e"+%)" +a(e"+%) 4+ b(e"=") =
(r3 + ary + b)e™=* = 0.

Si A = 0. Alors e™ est encore solution et (ze™)” + a(xze™) + b(xe™) = (" + xre™) + a(e™ + xre™) +
bre™ = ((r+r+ar?) +a(l +ar) + bx)e™ = [z(r? + ar +b) + (2r + a)]e"™ et 2r + a est la valeur en
r=rde2r+a=(22+ax+0b).

Pour résoudre 1’équation particuliére on utilise la méthode de Lagrange par variation de la constante :

Notons y1(x) = €™, ya(x) = ™% si A # 0 et ya(z) = ze™ si A = 0.

Ainsi la solution de H est yg = C1y1 + Cay2. On cherche la solution générale de E on injecte alors H dans E :
(Cry1 + Cay2)" + a(Cry1 + Cay2)" + b(Cryr + Cayz) = ()

< (Cl'yr +2C1y1 + Cryl + C3yz + 2035 + Coyz) + a(Cryr + Cryy + Cayz + Caya) + 0(Cryr + Coya) = ¢

& Clyr + 201y, + Cllya + 2C5yh + a(Clyr + Chya) = ¢

On cherche donc Cy, Cs tel que Cfy; +Chya = 0. Du coup (Cly1 +Chy2) = 0 < Cly1+CYya+Clyi+Chyh = 0.



Maths Spé Compléments sur les équations différentielles linéaires. 4

Donc C{y1 + Clyi + Cyys + Chys = c et donc Cly; + Chys = 0. On se raméne donc au systéme suivant

Clyr + Chy2 =0

Cryr +Cayp = ¢

Pour les équations du premier ordre 3’ + ay = c la variation de la constante C' donnait la condition C'yg = c.

Formules de Cramer. Pour résoudre un systéme de deux équations linéaires & deux inconnues du type :

as + by = u . On regarde le déterminant du systéme ad — be. Si le déterminant est non nul alors le systéme
cx+dy=wv
a une unique solution (si il est nul alors il en a une infinité ou 0). L’unique solution est donnée par les formules
de Cramer :
u b
v d
v ad — be
a u
c v
v= ad — be

Ciyr + Cay2 =0 . _
Revenons a notre systéme . Le déterminant est (ry +7_)e" %+ £ 0si A # 0 et €2 #£0

Ciyy + Csysy = ¢
Y2 en

— 5 = ———. Il n’y a plus qu’a
Y1Ya — Y2 Y1Ya — Y21

si A = 0. Il y a donc une unique solution donnée par :Cf =

intégrer pour trouver C; et Cs.

x

Exemple. Soit I’équation y” — 2y’ + 2y =

o[

— €| — E7 A
cos?(x) I=3.3l
Résolvons I’équation homogene : y” — 2y’ + 2y = 0, établissons 1’équation caractéristique 72> — 2r +2 = 0 on a

donc A =4 et donc r4 =1 +14.

La solution est une combinaison linéaire de e(+)% et e(1=9% c’est & dire

Y= AMeei® 4 hoeTe T = eT(\ e + Age i)

= e”(A1(cos(x) + isin(x)) + Aa(cos(x) — isin(x))) = Cre*cos(x) + Coe®sin(x).

Ci=XA+ X\ A =3
Avec C1, Cy quelconques car &

(
Cy =i\ — Xo) A2 = 3(C1 4 iCo)
La solution de H est donc

yo = Crecos(z) + Coe”sin(x)

Pour E on cherche

y(x) = C1(z).€cos(x) + Ca(x)e”sin(z)
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Cryr +Coy2 =0
On sait que Cf, C) sont données par o
Cryt + Cayy = cos(z)?
Cie*cos(x) + Chesin(x) =0
- Ci(e®cos(x) — e*sin(x)) + Ch(e*sin(x) + e*cos(x)) = <

cos(x)?
Cicos(x) + Chsin(z) =0

< 1
—C1sin(x) + Cheos(x) =

cos(x)?

En utilisant les formules de Cramer on a cos(z) X cos(z) + sin(x) x sin(x) = 1 donc

,_ sin(x) o) = 1
C) = c0s2(z) = Cilz) cos(x)
oy =@ oy~ Lin = sin(@)) — In(1 + sin()))

cos(x)? 2
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Deuxiéme partie
Compléments sur les suites numériques.

1 Généralités sur les suites récurrentes

Pour u,41 = f(u,). Déterminer le domaine de définition de f : Dy C R.
Chercher un intervalle I C R stable par f (c’est a dire f(I) C I). Si ug € I, on aura donc uy; = f(ug) € I et par
récurrence u, € I ¥n, la suite (u,) est bien définie.
Etudier rapidement les variations de f dans I :
— Si f est croissante et ug < uq, alors f(ug) < f(uy) c’est & dire uy; < us et par récurrence u, < t,y1. La
suite est donc croissante.
— Si f est croissante et ug > uq, alors f(ug) > f(uy) c’est & dire u; > ug et par récurrence u, > U,+1. La
suite est donc décroissante.
— Si f est décroissante :
— Siug < wuy alors f(ug) > f(ug) c’est & dire ug > ug etc... Uy < Ugpt1 €6 Ugpt1 > Uspto. La suite est
alternée, la suite (ug,) est monotone car fof est croissante et la suite (ug,41) aussi.
— Siwg > uy, alors f(ug) < f(ug) cest & dire uy < ug d’ott ugy, > u2n+ 1 et ugpi1 < ugpio. La suite
est alternée, les sous suites (uay) et (u2,+1) sont monotones (car fof est croissante).
— Si ug est un point fixe de f (c’est & dire f(ug) = up) alors la suite est constante :
— Si f est continue et w, converge : u, — z alors f(u,) — f(z) (continuité) ainsi un4+1 — = et donc
f(z) = z, la limite fait partie des points fixes.

— Si f est continue chercher les points fixes peut aider & déterminer ’éventuelle limite.

2 Exemple de suite récurrentes oti on peut expliciter u, en fonction

de n

Suites arithmétiques. C’est une suite de terme récurrent : u,1; = u, + r ainsi la suite converge si r = 0 et
le terme général est

Uy = Ug + N7
Suites géométriques. C’est une suite de terme récurrent :u,11 = qu,, ainsi la suite a pour terme général
n
Up = q UQ

La suite converge si |¢| < 1 et est constante si ¢ = 1 ou ug = 0, elle diverge sinon.
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U = aug + b

Suites arithméticogéométriques. C’est une suite de terme récurrent : u, 41 = au,+bainsi ¢ u, = a?ug + (a + 1)b

m—1 b b
Et donc par récurrence on a u, = a"ug+ (a1 +a" 2 +...+a+1)b = a"ug+ a . b=a"(ug+ —1) - T
a— a— a—
b b
Cette suite converge si et seulement si a™(ug + —1) converge c’est & dire si ug + P 0 ousi|al < 1.
a— a—
. . . , . ) au, +b .
Suites récurrentes homographiques. C’est une suite de terme récurrent wu,; = np i f(uy) ou
Cup
b b
f(z) = ar+ avec ¢ # 0 (sinon suite arithmético-géométrique). y = f(z) <y = ar + Sycx+dy=ar+b
cr+d de— b cr+d
Sla—cr=dy—bor=-"2—"=f)

—cy +a
@Df{xGR:c:chd#O}R\{ d}

c
S Dy={yeR:—cy+a#0} =R\ {%} donc f est une bijection de R\ {—Ccl} sur R\ {%}
La suite (u,) est bien définie si ug € Dy et Vnfofo...of (ug) € Dy.
On va expliciter u,, en fonction de n.
— Si f(ug) = up, par récurrence u, = ug la suite est donc une suite constante.
— Si f(upn) = u, pour un certain n > 1, alors pour ce n, f(un—1) =ty = f(un) = Up = up—1 car f est
injective. Donc u,, = up—1 = ... = ug. En effet : u, = f(un—1) et u, = up—1 donc f(up—1) = tp_1.
Donc uy = ug c’est a dire f(ug) = ug et on est ramené au cas ou f(ug) = up la suite est constante.

Conclusion si la suite passe bien par un point fixe de f alors elle est constante.
ar +b

cr+d

Si il n’y a pas de point fixe alors f(z) =z & =z cr?+(d—a)xr—b=0.

. . . ) . U — 1 . . o
— Si A > 0, I’'équation a deux racines réelles I; # lo. Si on pose v,, = — ll (qui est bien définie car par
Up — 12
hypothése wu,, n’est jamais égal au point fixe l5), alors la suite (v,,) est géométrique et v,11 = V.

au, +b I
, . Unt1 — U1 cup, +d * (a —cly)up +b—dly .
D tration. v, = = n = M 1) = I d
émonstration. vpy1 s — I @, b N (@ = clo)un +b—d ais f(l1) 1 donc
i ) cuy, +d 2
ho=f"h) = ——.
1= ci+a

Donc b—dl; = (cly—a)ly et b—dls = (cla—a)ls. Donc vy = EZ = legz = EZ = 2131; - Z— Zl; Z — z; -

. a—cl PSP : .
qu, Ol ¢ = P C’est donc une suite géométrique et donc si u,, converge alors v, converge et si v,
— Clg
converge alors u,, converge. O
— Si A =0 c’est a dire (d — a)? = —4bc et donc I'équation cz? + (d — a)z — b = 0 posséde une racine réelle
d—a a-—d . 1 . . " .
double | = — = . Si on pose v, = ——, la suite (v,) est arithmétique : v,4+1 = v, + 7 ol
2¢ 2c Uy — 1
r=r(a,b,c).
Démonstration. v = L = 1 = cup +d = Cuy +d mais
St T =1 au, + b ., aup+b—cu,—dl — (a—c)u, +b—dl
cu, +d
1 dl—b
I=fhef (l):l@ﬁ:lﬁb—dl:(d—a)l.
a—c
Donc v o — cuy, +d c(up—1l)+c+d ¢ Jrcl—i—d 1
n+17(a—cl)(un—l)7 (a—c)(up—1)  a—c  a—clu,—1
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a—d g
Mais CH_d: 2 :1carl:a_d
a—cl a—d 2¢
T
On a donc
Up = Vg +Nr = +nr
’LLo—l
. 1 1 2c .
dott u, = — +1=——— 41 avec r = —— # 0 (puisque ¢ # 0) donc u, — I. O
Up 1 c+d
+nr
Uo*l

— Si A <0 c’est & dire qu’il y a deux racines complexes conjuguées l1,lo = [, comme dans le cas ot A > 0.

Uy — |
Démonstration. On voit que v, = — L définit une suite géométrique (complexe) de raison g =
Up — 2
a—cly a-—cl la — clq|
= donc |¢| = ——= =
a—cly a—cl2 la — cly|

lavp, — 1y o anvo — U

On a donc (dans C) : v, = q"vo, uy, = = :
n a donc (dans C) : v, = ¢"vo, up - ¢"vo — 1

. . . , Up — b1
Si u, convergeait, ce serait vers un R donc pas vers l; ou Iy (non réels), donc converge vers
Up — 2

lim u,, — .. . .
z = % £ 0, et donc v,, = ¢°V; converge vers une limite différente de 0. Donc on aurait vy = 0
imu, — Iy

et (¢") converge mais si ... O

Donc (u,,) diverge.

Exercices.
Uy + 2
U = —
et 2u, + 1
. T +2 . P .
Soit f = 2+ 1 Sur son intervalle de définition Dy = R\ {—1/2}. On cherche les points fixes f(z) = =z &
x
2
TE o reu?=2o0=+l
2z 41
Uy + 2
AiHSiU :un_l <= 0 :M:_lun_l = qU O]:l :_l DOHC'U :(—l)n’() :(—l)nuo_l
n Un+1 n+1 Un+2_|_1 3un+1 qUn q 3 n 3 0 3 U0+1
2u, +1

On peut donc retrouver une expression explicite de u,, en fonction de n. Et on obtient u,, — 1.

-1
Up + 2

Unp41 =

Soit f = ot on cherche les points fixes f(z) = x on obtient donc ’équation 22 + 22 + 1 = 0 et donc A = 0.
x
P 1 1 1 Up + 2 1
osons v, = alors v,41 = = = =y, .
Up + 1 + _ 1 Up + 1 Up + 1
Up + 2
. 1 1 1
Douv,=v9+netdoncu,=—-—-1=——-—-1—>—-1= + n.
Un 1 ug + 1
+n
n+1
1
Unt1 = ———
Unp

1

donc f(z) = ——, Dy =R\ {0}. f n’est continue sur aucun intervalle stable de R\ {0} car si ug > 0, f(up) <0
x

et si ug <0, f(ug) > 0.

Siug € I,ug = f(ug) € I, or ug,uq sont de part et d’autre de 0. Donc 0 € I est absurde puisque 0 ¢ D;. Donc



Maths Spé Compléments sur les suites numériques. 9

a priori rien ne garantit que w,, converge vers un point fixe (si elle converge). D’ailleurs ici il n’y a pas de points

fixes.

2c
Icia=0,b=—-1,c=1,d=0donca+d=0etr= T n’est pas définie. La recette "générale" ne s’applique
a

1 1 .
pas u; = —— et ug = —— = yg ar récurrence on a Uz, = Ug, Uan+1 = U1 la suite ne converge pas.
uo Uy
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Troisiéme partie
Fonctions numériques de variable réelle

1 Notions liées a ordre 7 <7

1.1 sup(f,g)sinf(f,g)

R—R
Supérieur. f et g étant deux fonctions R — R de méme ensemble de définition D, sup(f, g) :

x — maz(f(x),g(z))

R—R
Inférieur. f et g deux fonctions R — R de méme ensemble de définition D, inf(f,g) :

x = min(f(x),g(z))

Exemple. sup(sin,cos) et inf(sin, cos) représentées sur [—2m, 27].

— R
z = [fl(z) = |f(z)] = maz((z), - f(2))

Valeur absolue. f étant une fonction R — R d’ensemble de définition Dy, | f] :

ainsi, |f| = sup(f, —f).

1.2 Fonctions Lipschitziennes

Fonction f Lipschitzienne de rapport k sur un intervalle U de R. k étant un élément de R7, c’est

toute fonction f définie sur U, a valeurs réelles, telles que V(z,2') € U, |f(z) — f(2')| < k.Jz — 2|
Contraction sur U (ou application contractante sur U). Est une fonction Lipschitzienne sur U, de
rapport k €]0, 1[. Elle est ainsi nommeée parce que les images de f(z) et f(z') sont toujours plus proches que x

et o'

Quatre formules de trigonométrie utiles. V(p,q) € R?

cos(p) + cos(q) = 2cos(p + q).cos(u) sin(p) + sin(q) = 2$in(p * q).cos(u)

2 2
cos(p) — cos(q) = —2sin(p i q)sm(}%) sin(p) — sin(q) = 2cos(p ;— q).sin(p ; q)
Rappelons également que Vo € R, |sin(z)| < |z|.
Exemple. Sinus est 1 — Lipschitzienne sur [0, 5] mais elle est contractante sur [T, T].
— Sur [0,5] : V(z,2') € [0, %]?, on a
x4 x—a x4 x—

/
1= 1]z -

)| = 2sin(

\sin(x)—sin(a:’ﬂ:|2sin($gm/).cos( - ) -eos(—)| < 2.7
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— Sur [, 5] : V(z,2") € [%,g]{ on a

_ / / _ / 2 2 2
|sin(z) — sin(z')| = idem = 2.|sin(Z 29” )|.|cos(“”;x )| <22 29” |§ - %.m_moﬂ% €0, 1]

1.3 Le sens de variation d’une fonction f sur un intervalle U inclus dans Dy

Fonction f croissante sur U. fonction f définie sur U, telle que V(z,2') € U%, 2 < 2’ = f(x) < f(a').
Fonction f strictement croissante sur U. f définie sur U, telle que V(x,2') € U,z < 2’ = f(z) < f(2').
Fonction f décroissante sur U. fonction f définie sur U, telle que V(z,2') € U%,z < 2’ = f(x) > f(z').

Fonction f strictement décroissante sur U. f définie sur U, telle que V(z,2’) € U%,x < 2’ = f(z) >

f@").

1.4 Les bornes de ’ensemble image

Dans ce qui suit, f est une fonction R — R d’ensemble de définition Dy ; U est une partie non vide de Dy.
fU)={yeR/FrelUy=f(z)}={f(z)/z €U}

sup(f) = sup(f(x)) = sup(f(U)), borne supérieure de ’ensemble f(U).

maz(f) = max(f(x)) = mazx(f(U)), plus grand élément de ’ensemble f(U).
min(f) = min(f(z)
inf(f) =inf(f(z)) =inf(f(U)), borne inférieure de ensemble f(U).

= —

min(f(U)), plus petit élément de I'ensemble f(U).

Exemples. Pour f:z — %

= 10,1] | [1,2] | ]2, 400]
sup(f) 1 3
max(f) 1
min(f) 1 i
nf(f) 1 % 0

Maximum local de f. f présente en a un maximum local M signifie que :
— f est définie au moins sur un intervalle ouvert U =|a — n,a + n[ (n > 0).

— maz(f) existe et c’est M = f(a) (c’est & dire Va €la —n,a + 1|, f(z) < f(a) = M).
Minimum local de f. f présente en a un minimum local m signife ique que :
— f est définie au moins sur un intervalle ouvert U =|a — n,a + n[(n > 0)

— min(f) existe et c’est m = f(a) (c’est & dire Vz €]a —n,a + 9, f(z) > f(a) =m).

Extrema locaux de f. Ce sont les maxima et les minima locaux de f.
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Maximum absolu de f. C’est, sl existe, maz(f).
Minimum absolu de f. C’est, s’il existe, min(f).

3 R—R
Exercice. Etudier I'existence d’extrema locaux ou absolus pour f :

|1 — 22
2 Limites

2.1 Limite d’une fonction f en un réel a ou en un infini

a est un réel de Dy ou une borne de Dy pouvant ne pas appartenir & Dy.
I = limf = lim f(x) : signifie pour I'élément | de R, qu’il est limite de f en a, c’est & dire que Ve €
R*,,d(f(x),l) < e dés que x est assez proche de a, disons dans un intervalle Ja — n,a + n[. Plus correcte-

ment, ceci s’exprime par

Vee Ry, In e Ry Vo € Dy, |v —a| <n=|f(z) -] <e

Critére de Cauchy. Soit une suite de réels (u,) tel que
Ve > 0,3N,Vn > N, tel que , uptq — up| <€
Alors (u,) converge (et réciproquement si elle converge elle vérifie cette propriété).

Remarques.

— Il n’est pas indispensable que f soit définie en a pour qu’elle y admette une limite. Pour f : z — %2,
Dy =R* , a =0 en est une borne et 0 ¢ Dy, mais facilement lim f = 0.

— Si f est définie n a et admet une limite en a, nécessairement, lim f = f(a). Ceci parce que Ve € R* , quel
que soit le choix de n, pour = a, |z —a| < n est vrai donc | f(z)—I| < € aussi. Donc Ve € R% | f(a)—1] < ¢,
c’est a dire f(a) =1.

— 1l se peut que f soit définie en a sans admettre de limite en a. C’est le cas pour f définie par f(x) = m
siz > 0et f(0) =0. Méme si pour [ = 2,Ve € R*, pour z > 0, |f(z) —=I| = |1 — 1] = 0 < ¢, lorsque
x=0,|f(x) =1 =|f(0) — 1| = |0 — 1| = 1 ne peut étre rendu < € si € < 1.

— Si f admet en a une limite {, cette limite (en a) est unique. Méme type de raisonnement que pour la
limite d’une suite.

— Toute fonction f définie au moins sur un intervalle ouvert U contenant a et continue en a vérifie li(rln f=
f(a).

I =limf = lim f(x) : signifie pour 'élément [ de R, qu’il est limite & gauche de f en a. Cela signifie que
Ve EGR* ,d(fg(c;)ibl) < € dés que x est assez proche de a par valeurs inférieures, c’est & dire dans un intervalle

Ja — n,a] dont a est exclu. On exprime correctement cette notion par

Vece R, IneR Ve e Dp,0<a—-—xz<n=|f(r) -1l <e
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l = lir+nf = limJr f(z) : signifie pour ’élément [ de R, qu’il est limite & droite de f en a. Cela signifie que
a r—a
Ve € R ,d(f(x),l) < € dés que x est assez proche de a par valeurs supérieures, c’est a dire dans un intervalle

Ja,a + n[ dont a est exclu. On exprime correctement cette notion par

Vec R, IeR Ve e Dp,0<z—a<n=|f(x)-I<e

Remarques.
— Il n’est pas indispensable que f soit définie en a pour qu’elle y admette une limite & gauche ou une limite

||

a droite. Pour : ¢ — —,Dy = R*,a = 0 en est une borne et 0 ¢ D;; mais facilement, lim f = —1
x .

puisque pour z < 0, f(x) = T et 1(i)r+nf = +1 puisque pour z >0, f(z) = '
x x

— Si f est définie en a et admet en a une limite & gauche et une limite & droite, il se peut que ces limites

soient différentes de f(a). Pour f : E—‘ siz#0et f(0)=0,D; =R, l(i)IEl = —l,l(ijr+nf =+1let f(0)=0.
— Si f est définie au moins sur un intervalle ouvert Ja — a,a + «f,! étant un réel, on a l’équivalence :
limf =1
e
lim f =] & {lim f =
a a+
fla) =1
— Si f n’est , au voisinage de a définie que sur une réunion Ja — a, a[U]a, a + o[ et pas en a, [ étant un réel,
limf =1
on a ’équivalence : [lim f =[] & ¢ 2~
¢ lim f = 1

Limite [ de f en un infini.
— f étant une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme Jo, 4+o00[,l étant un réel, Em f=
(oo}

lim f(z) =1 signifie que

T—r+00
Vec R, JAC R Ve e Dy, > A= |f(x) -1 <e
— f étant une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme Ja, +ool, I étant un réel, lim f =
lim f(z) =1 signifie que

r—r—00

Vee Ry, JAc R, Vx € Dy, x < —A=|f(x) = 1| <e

Exemples. lim — =0, lim T
x—+o0 T z——oo L — 1

2.2 Limites et opérations sur les fonctions

8 propriétés a connaitre. f et g étant deux fonctions définies au moins sur un intervalle ouvert U contenant
a ou ayant a pour borne, [,l’ et A étant des éléments de R.
— limf=0<lim|f|=0
a a
— lim f =1 < lim|f] = [{|
a a
— limf=letlimg=0I=limf+g=1+1
a a a
— limf=l<lmAf=ANsi\#0
a a
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— lim f =0 et g est bornée sur U = lim f x g =0

— limf=letlimg=0=limfxg=1x10

l/
— limf=letVreUg(x)#0et limg=1 et !’ #0=lim

1 1
— Ve eUg(x) A0t limg=1et ' 20=lm- = —
a a g

Q |~

Remarque. Ces propriétés s’étendent au cas oil a est un infini.

Le cas de la composée de deux applications. a et [ étant des réels ou des infinis, si f définie au moins sur
U, intervalle contenant a ou ayant a pour borne, admet en a une limite /, si g définie au moins sur V, intervalle

contenant [ ou ayant [ pour borne et tel que f(U) C V', admet en [ une limite L, alors lim gof = lim g(f(z)) = L.
a r—a

2.3 Comparaison de deux fonctions au voisinage d’une réel a ou d’un infini

Les fonctions f ou g dont il est question ci-dessous sont des fonctions R — R supposées définies au moins sur

un méme intervalle ouvert U contenant a ou ayant a pour borne, a est un réel ou un infini.

Fonctions f et g équivalentes au voisinage de a fonctions f et g pour lesquelles il existe une fonction

définie sur U, telle que Vz € U, f(z) = g(x) x B(x) et lim B(x) = 1.
r—a

Notation usuelle. f ~ g. On se permet également d’écrire f(z) ~ g(z).

_ In(l+x)

Exemples. In(l+ z) Rz car In(l+z) =2 x p(z) ou B(x) a pour limite 1 quand z — 0.

Remarque. ~ est une relation d’équivalence (R-S-T) dans I’ensemble des applications de U dans R.

Equivalences usuelles.

— Lorsque a,, # 0 notant P(z) = ap,XP + ap—1 XP~! + ... + a1z + ag, P(x) e a,X? et si la valuation de P
est v alors P(x) Roa, XV

apXP 4+ ap 1 XP7 4+ ..+ a1z +ag

by X9+ by 1 X971 + ..+ bix+by

b

. . ) ) . 0 avX

valuations respectives des numérateurs et dénominateur sont v et w, R(z) ~ T
w

— Lorsque lim u(x) = 0, sin(u(z)), tan(u(z)), n(1 + u(x)), e*® — 1 sont équivalents & u(z).
T—a

+OOCLXP
() "~ F

b X1 et si les
q

— Lorsque a, # 0 et b, # 0 notant R(z) =

Equivalence et existence de limite. Pour toute fonction f définie sur U et tout élément [ de R.
— Si lim f(x) =letsil#0,alors f(x) ~ [ (fonction constante de valeur ).
TrT—a
— Si lim f(x) =l et sil=0, il est faux que f(x) ~ [ sauf si f est localement nulle au prés de a.
T—ra

— Si f est telle que f(z) ~ 1, alors lim = .
r—a

Intérét de cette notion. Deux fonctions équivalentes au voisinage de a ont méme comportement asympto-

tique en a et si 'une a une limite [ en a, 'autre aussi et elle a la méme limite [.
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Fonction f dominée par une fonction g au voisinage de a. Fonction f et g pour lesquelles il existe une

fonction « définie sur U, telle que Vz € U, f(z) = g(z) x v(z) et v soit bornée sur U.

Notation usuelle. f < O(g). On se permet également d’écrire f(x) = O(g(x)).

Exemple. z.sin(z) il O(z) puisque z.sin(x) = x X y(z) ou y(z) = sin(x) vérifie |sin(z)| < 1sur | —2,2].
Remarque. La relation de domination est transitive.

Intérét de cette notion. Siune fonction f est dominée au voisinage de a, par une fonction g qui a une limite

0 en a, alors f admet également 0 pour limite en a.

Fonction f négligeable devant une fonction g au voisinage de a. Fonctions f et g pour lesquelles il

existe une fonction e définie sur U, telle que Vz € U, f(z) = g(x) X €(x) et lim e(x) = 0.
r—a

Notation usuelle. f < o(g). On se permet également d’écrire f(z) = o(g(z)).

1 1
Exemple. ¢~ % =° o(—;) puisque e™* = — X €(x) ol €(z) = 2® x e~* a pour limite 0 en +oco.
x x

Remarque. Malgré le mot négligeable, f(x) = o(g(z)) ne sous entend pas que lim f(z) = 0. Par exemple
r—a

2 2 1

=22 xa 2

o lim =0.Pourtant lim =z

2 o0 3 ;
x* = o(z’) puisque x
Tr—+o0 Tr—+00

= —+o00.

Négligeabilités usuelles.
1 o 1

o(—).

1 4o 1
= of D T4
T

— Si (p,q) € N% avec p < q alors 2P =° o(x9) et — —) mais x 2 o(aP) et
T T

— Va € RY,Va €]1, +ool, In(z) =0 0(2) et 2 =° o(a®).
Remarque. La relation de négligeabilité est transitive.

Intérét de cette notion. Si une fonction f est négligeable au voisinage de a devant une fonction g bornée

sur U, alors liin f(z)=0.

Quelques propriétés pratiques. f, g et h étant trois fonctions définies sur U.

e

QU

e

QQ\‘)—l

— SifA fet gl g alors fx g f x g etside plus Vo € U, g(x) x ¢'(z) # 0, alors

— SifA fetg=o(f)lors fHg L f
— Si f £ o(h) et g = o(h) alors V(\, u) € K2, A\f + g = o(h).

Q |~
Q |~

2.4 Propriétés des limites liées a ’ordre <.

Limite +oco de f en un réel a. f étant une fonction définie au moins sur un intervalle U contenant a ou

admettant a pour borne, lim f = lim f(z) = 400 signifie que
a r—a

VAeRL,3In e R, Vo € Dy, z €la—n,a+n[= flz) > A
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Limite —oco de f en un réel a. f étant une fonction définie au moins sur un intervalle U contenant a ou

admettant a pour borne, lim f = lim f(x) = —oo signifie que
a r—a

VAeR:,In e Ry Ve € Dy, z €la—n,a+n[= f(r) < -A

Limite +0co de f en 4o0o. f étant une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme ]a, +oo,

hm = 1 _ onifi
lim r_l)rfoof(a:) +oo signifie que

VAeR,3IB R ,Vo € Dy, x> B = f(r)> A

Tableaux panoramiques relatifs aux limites de sommes, produits et inverse. a est un réel ou un
infini, [ et m sont deux réels. f et g sont deux fonctions a valeurs réelles définies au moins sur un intervalle U

contenant a ou ayant a pour borne. Les limites envisagées sont supposées exister en a.

Somme f + g
lim f —00 l +00
lim g
400 Indet | +o0 +00
m —o00 | l+m | 40
—00 —00 —oo | Indet
Produit f x g
i 0 | 140 | 4o
lim g
+o0 —00 Indet | s(l)oo “+o0
m # 0 s(—m)oo 0 Ixm | s(m)oo
0 Indet 0 0 Indet
—00 +o0 Indet | s(—I)oco —00
Produit Af
lim f —00 l 400
HmAf | s(=A)oo | Al | s(A)oo

Inverse 1/g

limg | —co | 07 |0 ] 0F | m=#0]| +0

liml/g | 00 | —c0 | . | 400 | 1/m 0

Théorémes de comparaison. « est un réel ou un infini, { est un réel. f, g, h sont trois fonctions a valeurs
réelles définies au moins sur un intervalle U contenant a ou ayant a pour borne.

— 9l existe un réel a tel que Vo €la — a,a + a[NU, f(z) < g(z) alors lim f = 400 = limg = 400 et

a a
limg = —o00 = lim f = —c0.
a a
— S'il existe un réel « tel que Vz €la — a,a + a[NU, f(z) < g(z) < h(z) alors im f = et limh =1 =
a a

limg =1.
a
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Passage aux limites dans les relations de comparaison. a est un réel ou un infini; fet g sont deux
fonctions & valeurs réelles définies au moins sur un intervalle U contenant a ou ayant a pour borne et admettant
chacune une limite en a.
— 1l existe un réel « tel que Vz €]a — o, a + o[NU, f(x ZO:>1illlanO
Il existe un réel « tel que Vz €la — a,a + a[NU, f(z) > 0= lim f >0
Il existe un réel a tel que Va €)a — o, a + «[NU, f(z) <
Il existe un réel « tel que Vx € N, f(x
N, f(x) >
(
(
(

— 1l existe un réel « tel que Vz €]a — a,a + « z)=lim f >limg
a a

Il existe un réel a tel que Vz €la — o, a + o|NU, f(x = lim f > limg
a a

Il existe un réel a tel que Vz €la — o, a + o|NU, f(x

] [
] [
] [
] [
] [
] [ )
] [ z) = lim f <limg
a a
Il existe un réel « tel que Vz €]a — a,a + «[NU, f(x) < g(z) = litrlnf < liéng
Existence de limites pour des fonctions monotones. [ est une fonction & valeurs réelles, définie et
monotone sur un intervalle |a, b[ (a et b réels ou infinis).
— Si f est croissante et majorée sur |a, b, alors si b € R, f admet une limite & gauche en b si b et +00, f
admet une limite en +oo.
— Si f est croissante et minorée sur Ja, b, alors si a € R, f admet une limite & droite en a si a est —oco, f
admet une limite en —oo.
— Si f est décroissante et minorée sur ]a, b[, alors si b € R, f admet une limite & gauche en b si b est +o0,
f admet une limite en +oo.

— si f est décroissante et majorée sur |a, b[, alors si a est —oco, f admet une limite en —oo.

3 Continuité

3.1 Continuité d’une fonction en un point ¢ ou sur un intervalle U.

Fonction f continue en un réel a de son ensemble de définition. Fonction f définie au moins sur un
intervalle de la forme Ja — o, a + af et admettant une limite en a. Notons que puisque a € Dy nécessairement
lim f = f(a).

a

~

Fonction f continue a gauche en un réel ¢ de son ensemble de définition. Fonction f définie au

moins sur un intervalle de la forme Ja — o, a] et admettant en a, une limite & gauche obligatoirement égale &

f(a).

Notons que la condition lim f = f(a) ne résulte ni de l'existence de lim f ni du fait que a € Dy et qu’il est
a— a—

indispensable de la vérifier.

Fonction f continue a droite en un réel a de son ensemble de définition. Fonction f définie au moins

sur un intervalle de la forme [a,a + o et admettant en a une limite & droite obligatoirement égale a f(a).

Notons que la condition lirin f = f(a) ne résulte ni de lexistence de lirf f ni du fait que a € Dy et qu'il est
a a

indispensable de la vérifier.
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Equivalences fondamentales. Pour toute f définie au moins sur un intervalle de la forme Ja—a, a+a[(a > 0),
on a équivalence entre :

— f est continue en a.

— f est continue & gauche et a droite en a.

— lim f et lirJPf existent et sont toutes deux égales & f(a).
a— a

Fonction f "continue sur un intervalle U". Fonction f définie sur U et qui est & la fois continue en tout
réel a de U'intervalle ouvert formé de U privé de ses bornes et continue en toute borne de U qui appartient a U

(si c’est le cas), du coté de l'intérieur de U.

Remarque. Graphiquement, la continuité sur U c’est pour la portion de représentation graphique de la

fonction formée de ses points d’abscisses éléments de U, ’apparence d’un tracé continu.

Une caractérisation topologique de la continuité sur R. Pour toute fonction f définie sur R, on a
équivalence entre :
— f est continue sur R.

— Pour tout ouvert U de R, f~1(U) est un ouvert de R.

Prolongement par continuité d’une application. FE est une partie de R constituée d’une réunion d’inter-
valles. f est une application de F dans R continue sur tout intervalle inclus dans F, a est un réel n’appartenant
pas & E et borne d’un des intervalles constituant F.

Si lim f(z) =1, [ étant un réel, on dit que f est "prolongeable par continuité & F U {a}”. Le prolongement par
r—a

Eu{0} =R
continuité de f étant I’application f: f(x) = f(z)siz e E
T — _
fla) =1

3.2 Continuité et suites numériques

Image d’une suite convergente par une fonction continue en sa limite [. Soit (u,),c; une suite
convergente de limite [. Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle U contenant tous les wu, et . Si

f est continue en [ alors la suite (v, )ner de terme général v, = f(u,) converge vers f(1).

Les cas des fonctions Lipschitziennes.

— Toute fonction f définie et lipschitzienne sur un intervalle U est continue sur U.
— Toute fonction f définie et contractante sur un intervalle fermé [a,b] qu’elle stabilise, admet dans [a, b]
un point fixe unique (réel x tel que f(zg) = xo). Ce réel g est limite de toute suite (u,)nen définie par

uop = un réel quelconque de [a, b]

Vn € Nyupt1 = f(un)
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3.3 Les théorémes des valeurs intermédiaires et de la bijection

Théoréme III.1. (TVI) Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b]. Pour tout réel  intermédiaire

entre f(a) et f(b), e € [a,b] tel que v = f(c).

Image d’un intervalle par une fonction continue.

— Pour toute fonction f continue sur un intervalle U, f(U) est un intervalle.

— Soit U un intervalle de bornes a et b et f une fonction continue sur U U {a, b}. Alors lintervalle f(U) est
également, borné.
Si f est monotone sur U U {a,b} alors les bornes de f(U) sont f(a) et f(b); sinon elles ne sont pas
nécessairement f(a) et f(b).

— Pour tout intervalle U et toute fonction f continue sur U, il n’est pas obligatoire que U'intervalle f(U)
soit de méme nature (ouvert ou fermé) que U toutefois deux cas particuliers sont a connaitre
— si U est un intervalle fermé, alors f(U) est un intervalle fermé.

— si U est un intervalle ouvert et si f est strictement monotone sur U alors f(U) est un intervalle ouvert.

Théoréme IIL.2. (de la Bijection.) Soit U un intervalle de R non réduit & un singleton, notons a et b ses
bornes dans l'ordre croissant. Toute application f définie, continue et strictement monotone sur U définit une
bijection g : x — f(x), de U sur f(U), intervalle dont les bornes sont lirglf et lli)m /-

o -

Sens de variation et continuité de la bijection réciproque ¢ !.

Sous les hypothéses du théoréme de
la bijection, g~! est continue sur f(U), a valeurs dans U et strictement monotone de méme sens que g, c’est a

dire que f sur U.

3.4 Fonctions obtenues par opérations sur des fonctions continues

Quelques théorémes généraux relatifs aux opérations sur les fonctions continues.

Propriété 1. f et g sont deux fonctions simultanément continues sur un méme intervalle U.
— V(A 1) € RZ\f + ug est continue sur U (donc en particulier f + g, f —g,—f,...).
— f x g est continue sur U et Vn € N, f?” = f x f x f x ... X f est continue sur U.

1
— Si0¢ g(U) alors — et / sont continues sur U et Vn € Z, g™ est continue sur U.
g g

Propriété 2.
— Si f est continue sur un intervalle U, si g est continue sur un intervalle V' contenant f(U) alors gof est
continue sur U.
— Si f est continue sur un intervalle U tel que f(U) C U, alors Vn € N, f™ = fofofo...of est continue sur
U.

4 Dérivabilité

Toutes les fonctions considérés ici sont des fonctions R — R.
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4.1 La dérivabilité en un point.

Fonction f dérivable en x( élément de D¢. Fonction f définie au moins sur un intervalle U contenant zg, et
Jlzo+h) = flao
( 21/ ( ) = Qg :f,(xO)

vérifiant pour tout réel h tel que zg+h € U, l'existence dans R de la limite ]{in%
=

(limite notée a4, et appelée nombre dérivé de f en xo).

h) — h)? —x%  2xoh + h?
Exemple. f:x — 22 en un quelconque xg réel. Fzo + ) = f(zo) = (o + ) Lo _ 270 + =2x9+h

h h h
a pour limite 2zy quand h — 0. Donc f est dérivable en tout xg réel de nombre dérivé a,, = 2.

Fonction f dérivable a gauche en z; élément de D;. Fonction f définie au moins sur un intervalle

U =]zg — a, x0] et vérifiant pour tout réel h tel que zg — o < g + h < xo Vexistence dans R de la limite

lim f(xo + h) — f(z0)
h

h—0—

Fonction f dérivable a droite en z; élément de D;. Fonction f définie au moins sur un intervalle

U = [x0,x0 + af et vérifiant pour tout réel h tel que xp < 29 + h < z¢ + «, l'existence dans R de la limite

lim

h—0t

f(zo+h) — f(zo)
h

Equivalence fondamentale. Pour toute fonction f définie u moins sur un intervalle U =]zo — a, xg + af on

f est dérivable & gauche en xg

a I’équivalence : f est dérivable en x¢ de nombre dérivé a,, <  f est dérivable a droite en

fi(@o) = f(xo) = f'(20)

La non dérivabilité en xy. pour f définie au moins sur un intervalle U =]z¢ — «, 29 + o[ résulte donc
— Soit de inexistence de 'une des limites unilatérales du taux de variation en xg.
— Soit du fait que 'une des limites unilatérales du taux de variation en xg est un infini.

— Soit du fait que bien qu’existants les nombres dérivés de f & gauche et & droite sont distincts

Equation de la tangente a Cy au point My(zo, f(xo)). Lorsque f es dérivable en zy de nombre dérivé

ag,, I’équation de la tangente & sa courbe représentative Cy au point Mo (zo, f(zo)) est
Y = Qgo-T — Qoo + f(T0)

Equations des demi tangentes. Lorsque la dérivabilité du coté considéré est avérée, la demi tangente

correspondante a pour équation y = Ggyq. — Gzog-Zo + f(T0) OU Y = Ggyq-T — AzyaTo + f(xo) selon le cas.

Lien avec la continuité. f est dérivable en x( (respectivement a gauche ou a droite) ce qui implique f est
continue en xo (respectivement a gauche ou a droite).
f(zo +h) — f(z0)

h
f(zo + h) = f(xo) + h.agy, + h.e(h), flLin% f(xo+ h) = f(xo), preuve de la continuité de f en xg. O
—

Démonstration. Supposant f dérivable en z, notant e(h) = - amo,%ir% e(h) = 0 et comme
—
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La différentiabilité en xy. Une fonction f définie sur un intervalle U =]z¢ — o, x0 + af(a > 0) est dite

différentiable en xy lorsqu’il existe une fonction linéaire df,, : h — a.h et une fonction e définie sur U telle que

}llir% e(h) = 0, vérifiant : Vh €] —a, o, la différence A f,,(h) = f(xo+h)— f(z0) = a.h+h.e(h) = dfy, (h)+h.e(h).
—

Autrement dit, la fonction-différence A f,,, est approchée par la fonction linéaire plus simple df, . df;, est appelée

différentielle de f en xg.

Exemple. f:x — 22 en un quelconque zg réel.
Afro(h) = f(xo +h) — f(x) = (z0 + h)? — 2% = 220h + h? = a.h + h.e(h) ot a = 2x¢ et ¢(h) = h. Donc en g

réel, dfy, : h = 2xoh ot 'on peut remarque que 2z est le nombre dérivé de f en xg.

Equivalence "dérivabilité" et "différentiabilité" en un 3. Pour toute fonction f définie au moins sur
un intervalle U =|xg — a, 29 + o[(ov > 0) on a P’équivalence : f est dérivable en zy de nombre dérivé a,, < f

est différentiable en z( de différentielle df,, : b — ay,.h.

4.2 La dérivabilité sur un intervalle

Fonction dérivable sur un intervalle U. Fonction f définie sur U qui est
— dérivable en tout réel x de U autre qu’une borne de U

— dérivable du coté de l'intérieur de U en toute borne de U qui appartient a U.

Exemples et contre exemples. 1z — 22 est dérivable sur tout intervalle de R, x — /Z est dérivable sur tout

0+ h)— f(0
intervalle de R* . x — / n’est pas dérivable sur [0, +-00[. lim M

= 400 demi-tangente verticale.
h—0+ h

Fonction dérivée de f. Si f est dérivable sur un intervalle U, sa dérivée est la fonction f’ définie sur U
par :Vz € U, f'(x) = a, = nombre dérivé de f en z. L’équation de la tangente & Cy au point M (zo, f(xo))
g’écrit alors : y = f'(zo).x — f'(x0).x0 + f(x0).

L’expression de la différentiabilité en zq s’écrit alors Af,,(h) = f(zo + h) — f(xo) = f'(z0).h + h.e(h) =
dfzo () 4+ h.€(h) ot dfy, : b — f'(x0).h.

On appelle développement limité d’ordre 1 en z( 'égalité f(zg + h) = f(zo) + f'(x0).h + h.e(h). Dans laquelle

on peut remarquer que h.e(h) = o(h) puisque }lLin% e(h) =0.
—

Nombre dérivé a gauche ou a droite, nouvelle notation. On note f;(z) et fj(x) les nombres dérivées

a droite et & gauche.

Recherche des extremas locaux de f sur un intervalle ]a,b[. Si f est dérivable sur un intervalle ]a, b],

alors les éventuels extrema locaux de f sur ]a,b[ sont atteints en des réels de |a, b, solutions de 1’équation

f'(z)=0.

Exemple. Recherche des extrema locaux de f : 2% — 222 sur | — 1/2,2[. f'(z) = 423 — 4z, f’(z) = 0 a pour
solution dans R les réels —1,0 et 1. Seuls parmi eux, 0 et 1 sont éléments de | — 1/2,2[ c’est donc en ces deux

seuls réels qu’il est utile d’examiner le probléme et le variations de f atour de ces réels nous donnent la réponse.



Maths Spé Fonctions numériques de variable réelle 22

Théoréme III.3. (de Rolle.) f est une fonction définie au moins sur un intervalle [a, b] de R. Si f est continue

sur [a,b], dérivable sur |a, b[ telle que f(a) = f(b) alors Jc €]a, b, f'(c) = 0.

Théoréme ITI.4. (des accroissements finis.) f est définie au moins sur [a,b]. Si f est continue sur [a,b] et
dérivable sur ]a, b alors, 3¢ €]a, b, f'(c) = w (on peut remarquer que c’est le théoréme de Rolle étendu).
Egalité et inégalité des accroissements finis. f est définie au moins sur un intervalle [a,b]. Si f est
continue sur [a, b], dérivable sur |a, b|
— Je €]a,bl, f(b) — f(a) = f'(c).(b— a) égalité des accroissements finis (c’est le TAF)
— si de plus IM € R, Vx € [a,b], |f'(x)| < M, alors |f(b) — f(a)] < M.|b— a| inégalité des accroissement
finis et V(x,2') €]a,b?,|f(z) — f(z)| < M.|2' — | f est M — lipschitzienne sur ]a, b|.

Le sens de variation déduit du signe de la dérivée. f est définie au moins sur un intervalle [a, b]. Si f
est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ alors

— i Ve €a,b], f'(¢) > 0, f est croissante sur [a, b]

— i Ve €a, b, f'(c) <0, f est décroissante sur [a, D]

— i Ve €]a, b, f'(c) =0, f est constante sur [a, b]

Le théoréme de dérivabilité aux bornes (dit parfois du prolongement dérivable). « désigne un réel
positif.
— Soit f une fonction dérivable sur Jzg — a, o[ continue sur Jzg — a, o] et telle que lim f'(z) = [ alors f
est dérivable & gauche en xg et f,(vo) = [. o
— Soit f une fonction dérivable sur |zg, zo + [, continue sur [zg, o + o] et telle que mlgil+ f'(z) =1 alors
[ est dérivable & droite en zg et f}(xo) = L. '
— F est une partie de R constituée d’une réunion d’intervalles. f est une application de E dans R dérivable
(donc continue) sur tout intervalle inclus dans E, a est un réel n’appartenant pas & E et borne d’un
des intervalles constituant E. Si f est prolongeable par continuité & E U {a}, dérivable sur le (ou les)

intervalles ouverts inclus dans F, dont a est borne et telle que lim f'(x) = I, | étant un réel, alors le
r—a

prolongement continu f de f & EU {a} est dérivable en a et f'(a) = I.

4.3 Fonctions obtenues par opérations sur des fonctions dérivables

Théorémes généraux relatifs aux opérations sur les fonctions dérivables.

Propriété 1. f et g sont deux fonctions simultanément dérivables sur un méme intervalle U.
— V(A 1) € RZENf + pg est dérivable sur U et (Af + pg) = M\f' + ug'.
— fxgestdérivablesur U, (f xg)=f'xg+fxg et Vn e N, f" = fx fx f x...x f est dérivable sur
U de dérivée (f*) =n.fr 1.1

1 ’ /
— Si0 ¢ g(U) alors p et 5 sont dérivables sur U, (=)' = ==, (=) = fgg%fg et Vn € Z,g" =gxgx..xg

1
g
est dérivable sur U de dérivée (g") = n.g" t.g’
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Propriété 2.
— Si f est une fonction dérivable sur un intervalle U, si g est une fonction dérivable sur un intervalle V'
contenant f(U), alors gof est dérivable sur U et (gof) = g'of x f'.
— Si f est une fonction dérivable sur un intervalle U tel que f(U) C U alors Yn € N*, f* = fofofo...of
est dérivable sur U et (™) = H flof*
— Pour toute bijection f: U — f( ) (U intervalle de ]R),ldérivable sur U, telle que Vz € U, f/(x) # 0, f~!
est dérivable sur f(U) et Vo € f(U), (f~1) (z) = @)

4.4 Deérivations successives.

Dérivée n-iéme d’une fonction sur un intervalle U. f est une fonction supposée définie sur un intervalle
U de R. f© = f par convention. Si f est dérivable sur U, sa dérivée f’ peut se noter f() ... si pour un entier
naturel n > 1, f est dérivable sur U jusqu’a Pordre n—1, et si f("~1) est dérivable sur U on note f(™ = (f(”*l))’

la dérivée d’ordre n de f sur U.

Exemple. Pour f: x — z'2, ses dérivées successives sur U = R sont , au dela de f(©) = f, définies par les
expressions f(V)(z) = 12.2' ... f()(z) = O;E!qu” sin€[0,12] et f((z) =0sin>13.
Dérivées d’ordre n de fonctions obtenues par opérations sur des fonctions dérivables. f et g sont
des fonctions supposées m fois dérivables sur un intervalle U.
— V(A 1) € RZNf + pg est m fois dérivable sur U et Vn € [0, m], (A 4 pug) ™ = XfF) g,
— f x g est m fois dérivable sur U et Vn € [0,m], (f x g)™) = Z (Z;)f(k) x g("=F) ¢’est la formule de Leibniz.
Exemples.
— ¢ :x — 2.sin(3x) — 3.cos(2x), on cherche ¢ (x).
Ve € R,¢(x) = 2.f(x) — 3g(x) ou f(z) = sin(3z) et g(x) = cos(2z). Chaque dérivation de f provoque
I’apparition d’un facteur 3. toutes les 4 dérivations de sin, on réobtient sin. On a 9 dérivations successives
donc a la huitiéme, on réobtient sin et & la neuviéme on obtient cos.
Chaque dérivation de g provoque 'apparition d’un facteur 2. toutes les 4 dérivations de cos on réobtient
cos. On a 9 dérivations successives donc a la huitiéme, on réobtient cos et i la neuviéme —sin.
Ainsi ¢ (z) = 2.fO)(2) — 3¢ (z) = 2.3%.cos(3z) + 3.2%sin(2z).
— ¢:x — 2% ot a # 0. Calculons ¢ (z).

Vo € R, ¢(z) = f(x) x g(x) ot f(z) = 2 de dérivées successives 322, 6x,6 puis 0 & partir de l'ordre 4 et

ot g(x) = e de dérivées successives a.e®®, a%.e% ...a"e. Appliquons la formulation de Leibniz pour
n=3:
3.3
(@)@ (2) = (f x )@ (2) = 3 (k) f®) x g@®=H)
k=0

= (0)/O (@) x g (@) + (DD (@) x g2 (@) + )P (@) x gV (@) + (3) /P (z) x 9O (=)
= 1.5(2) x ¢O (@) + 3.5 () x ¢"(&) + 3. (x) x ¢'(2) + 1.F O () x g(x)
1.2% x a3.e%® + 3.3.2%2 x a2.a°® + 3.6x X a.e*® + 1.6 x %%

= (a®.23 + 9a%2% + 18az + 6) x ¢
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Classe C*(U) ot U est un intervalle de R. (C’est 'ensemble des fonctions définies sur U, & valeurs réelles
qui sont k fois dérivables sur U et telles que leur dérivée d’ordre k, f(*) soit continue sur U.

Parce que dérivables sur U, toutes les dérivées de f d’ordre inférieurs & k£ sont continues sur U.

Classe C>°(U) ou U est un intervalle de R. C’est I’ensemble des fonctions définies sur U, & valeurs réelles

qui sont dérivables sur U, & valeurs réelles qui sont dérivables sur U & tout ordre.

5 Développements limités

Toutes les fonctions considérées ici sont des fonctions R — R

5.1 Exemples et condition nécessaire

n
Exemple 1. Vr €] —1,1[,Vn € N* 1 — gl = 171 — g+l = (1 — 2) 3 2% par I'identité remarquable bien
k=0
1 n+1
connue donc aprés division par 1 — zl, —— —

l—2 1-
n
=S 2F a2
k=0

n
= Z a¥ + 2" .€(x) en notant e(x) = % dont la limite en 0 est 0.

Ainsi n,
1 1-—
1

— a donc Vx €] — 1,1], f(z) = Zxk+( ™).

Au voisinage de 0 (le voisinage étant ici | —1,1[), on a f(z) = polynéme de degré < n+o(z™). Ici, le o(z™) est
X

exactement z" =z". .
xactement z™e(x) A

1
Exemple 2. Considérons la méme fonction f : x — 1= mais cette fois au voisinage de 3 par exemple sur

Pintervalle 2, 4].

Vo €]2,4[,2 = 3+ (x — 3) = 3+ h en notant h =  — 3. On observe que h €]2 — 3,4 — 3[=] — 1, 1], f(x) =
1 1 -1 1 —-11
= = = — =—-1—(—h/2)ou -h/2€|—-1/2,1/2|C|] —1,1].
FG+h) = i = Th = 3 T = 3l M o b2 el =121/ - L]

On peut donc réutiliser le développement de l’exemple précédent en remplagant « par —h/2: f(x) = f(3+h) =

_ n kpk

T T A k] = STk e
B n (_1)k+1hk n(_l)n+2 h B n (_ )k+1hk . (_l)n h

_];::0 ST +h oS! '2+h_k§072k+1 o(h)car}lllirb TE=R =0

n (_1)k+1
Remplagant h par z — 3, on a alors f(z) = > W(m —3)* +o((z - 3)")

Ainsi au voisinage de 3, on a f(z) = polynome en (z — 3) , de degré < n + o((xz — 3)")

On vient d’écrire le développement limité d’ordre n de f au voisinage de 3 et dans I’exemple 1 on avait écrit le

développement limité d’ordre n de f au voisinage de 0.

Fonction admettant un développement limité d’ordre n au voisinage d’un réel zy. (ou n € N)
Fonction f définie au moins sur un intervalles U de 'une des formes |zg — €, 29[ ou Jzg, zo + €[ (€ > 0) (elle
peut l’étre sur |zg — €, xo + €[ ou méme uniquement sur |xg — €, o[U]zo, xo + €[) telle qu’il existe une fonction

n
polynome P, : x — Y apx® de degré < n et une fonction ¢ : x — ¢(z) de limite 0 en 0 permettant d’exprimer
k=0
Vo € U, f(z) = Pu(x — 20) + (. — x0)™e(x — 1) = 3 ax(x — 20)* + o((z — 29)") =polynome en (z — x¢) de
k=0
degré < n+ o((z — zp)").
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Cette décomposition est appelée développement limité d’ordre n de f au voisinage de xg en abrégé DL, (x¢) de
f.

L’expression polynomiale P,((x — xg)) = zn: ap(x — x0)* est la partie réguliére du DL, (x¢). L’expression
o((x — xo)™) = (x — z9)"e(x) est le reste d’o’;ﬁge n du DL, (xg).

A la différence des exemples simples qu’on vient d’analyser, obtenir explicitement e(x) en fonction de x ne sera
pas toujours possible.

1l faudra disposer d’hypothéses supplémentaires pour y parvenir (voir au semestre suivant le reste intégral ou

le reste de Lagrange).

L’ambiguité résultant de I’écriture de P(x) = ag + a17 + agz® + ... + arz® + ... + a,z™ sous la forme
n

3 apx®. La premiére expression de P(z) donne P(0) = ao, la seconde donne littéralement P(0) = ag0°. Mais

k=0

Iécriture 0° n’a aucune signification.

n
Conscient de I'ambiguité, on considére par convention que malgré ’écriture P(x) = > axz”,, P(0) = ay.
k=0

Intérét de l’existence d’un développement limité. Pour z voisin de g, f(z) est approché par une
expression polynomiale (donc simple) de degré < n. Le degré n’est pas obligatoirement n car le coefficient a,,

peut étre nul.

Remarque. Toute fonction polynoéme offre son développement limité en 0 sur R, & tout ordre. En effet notant

d
frax— Y apa® ot d est sont degré parce que ag # 0.

k=0
d n d d
—sin<d-1,VzeR, f(z)= Y agz®’ = Y apz* + 3 apat =3 k=0"aqp2" + 2" Y apat "
k=0 k=0 k=n+1 k=n-+1
n
= 3 apz® + o(z™) car e(z) = 0 a évidemment pour limite 0 en 0.
k=0
d n
— sin=d,Vz € R, f(z) = Y apz* = 3 apz® + 1,,.0 ot €(z) = 0 a évidemment pour limite 0 en 0.
k=0 k=0

—sin>d,Vr eR, f(x) = i apr® =3k = 0"arz* + 2.0 ott €(z) = 0 a évidemment pour limite 0 en 0
ceci en définissant agq1 :k:O?dJrQ =..=a,=0.
Par exemple f : 2+ 52% — 722 + 62 — 2 a pour DLy(0), f(z) = —2 + 62 — 722 + o(2?) o o(2?) = 5a>.
Elle a pour DL3(0), f(x) = —2 + 62 — 722 + 52 + o(x3) o1 o(23) = 0.
Elle a pour DL4(0), f(z) = —2 + 6z — T2% + 523 + 02 + o(z*) ot o(z*) = 0.

Conditions nécessaires pour qu’une fonction f définie en 7 admette un DL, (z(). Si une fonction
f admet un DL, (x), elle est rappelons le définie au moins sur un intervalle de la forme U =]zy — €, z9[ ou
n
U =Jxo, xo + €[ (€ > 0) et YV € U, f(x) = Y ar(x — x0)" + o((z — x0)")
k=0
— lim f(z) = ao.
Tr—rTo
— Si de plus f admet ce développement limité sur au moins un intervalle de 'une des deux formes V =
Jxo — €, z0] ou V' = [zg, 20 + €] (¢ > 0), alors f(xo) = ag et f est dérivable en xq et vérifie f'(zg) = a;.

— Sans connaitre explicitement le o((z — z¢)™), on ne peut rien dire pour des ordres de dérivation > 2.

Démonstration.
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— lim f(x) = lim Y agp(x — z0)* + o((x — z0)")
Tr—xo Tr—xo k=0
=3 ar(zo — 20)* + o((zo — 0)") = ag + 0(0) = ag + 0 x €(0) = ao.
k=0

— On a directement f(zg) = > ax(xo — 20)* + o((xo — 70)") = ag
k=0
Pour h assez proche de 0 pour que xg + h reste a 'intérieur de l'intervalle V,

LUf o+ h) = F(zo)] = 1135 au(ro +h— o)+ ol(zo +h — 20)") — ao] =
k=0
1

1 n
= _ hk
R

[i aph® +o(h™) — ag]
k=0

Sl

(") = 3= ach*~! 4+ ofh )
k=1

1 n

lim —[f(zo + h) — f(z0)] = lim 3 axh*~t +o(h" 1) =a; +0 = a;. Donc f'(z¢) = a.

h—0 h h—0 =1

— Sans hypothéses supplémentaires, on ne sait rien de la dérivabilité éventuelle du reste d’ordre n. On n’a
donc pas les moyens de savoir si f/(z¢ + h) existe.

1
On ne peut donc étudier la limite %ir% E[f’(iﬁo + h) — f'(x0)] qui conduirait & f”(z).
—

5.2 Les propriétés des développements limités

Troncature d’un développement limité. =z est un réel quelconque, n un élément de N*. Si f définie sur un
intervalle U contenant xo ou ayant g pour borne, admet un DL, (x) sur U, exprimant cela par Vo € U, f(z) =

3 ag(z—z0)* +0((x —20)"), alors Vp € [0,n—1],si k € [p+1,n], ar(z —x0)* = ak(x—xo)(k_p) X (x —x0)P est
k=0
P

un of(z — 20)?), ainsi F(z) = 3 an(z—20)"+ 3> ap(@—w0) +ol(@—20)") = 3" ax(z—20)" + 3> of(x—
k=0 k=p+1 k=0 k=p+1

P
20)P) +o((z —20)P) = > ar(z —20)* + o((x — 20)P), ce qui est un développement limité d’ordre p. Ce DL, ()

=0
de f est la troncature a l'ordre p du DL, (x) de f.

Exemple. Supposons n = 10. On a vu en introduction que le DL1p(0) de f : = —

1ix est f(z) =

10 4
3 2k 4+ o(210). Sa troncature & lordre 4 est le DL4(0) : f(x) = > 2% +o(2?) = 1 + 2 + 22 + 23 + 2% + o(z*).
k=0 k=0

Unicité du développement limité pour un ordre donné. =z est un réel quelconque, n un élément de
N*. Si une fonction f définie sur un intervalle U contenant xo ou ayant zy pour borne, admet un DL, (z¢) sur

U, lors celui-ci est unique, & cet ordre n.

Démonstration. Par I’absurde, supposons ’existence de deux développements limités distincts s’exprimant par
n

Veel, f(z) = ];::0 ar(z — 20)* + 01((x — x0)") et

f(x) =) bi(x —@0)* + oa((z — 20)")
k=0

Les deux suites de coefficients (ax)rejo,n] €t (bx)refo,n) différent par au moins I'un de leurs termes. Soit n; la

plus petite valeur de l'indice n telle que a,, # b,,.
n

Ve e U,0= f(z) - f(z) = kZZ:O ag(x — x0)" + o1 ((x — 20)") — kZ::o bi(x — 20)* + 0a((z — 20)")

= %= (@ = b — 20)* +01((x ~ 20)") ~ oa((x ~ 20)")
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S 020l + 3 (g — b (@ — 20)* -+ 0s(( — 20)").
k=0 k=ny

Donc — Y (ar —by)(z—20)* = 03((x —20)")(x —20)".€(x — 20) puis en notant u = x —xzq, — > (ar —bp)u* =
k:n1 k::n1
o3(u™) = u™.e(u).

— > (ar — bp)u”

.. k=
Divisant alors par 4™ non nul tant que x # xg, = — = e(u).
u
Lorsque u — 0, cette fraction rationnelle en u est équivalente au quotient de ses termes de plus bas degré, soit
G,y

—b - . : - .
—7nin1"1 et étant égale & €(u), sa limite est nécessairement 0. Or le dénominateur ayant une limite finie et le
U
numérateur étant différent de 0, c’est impossible dans Vk € [0, n], ar = by donc les parties réguliéres des deux

DL, (z0) de f sont égales et par différences avec f(x), les restes d’ordre n sont égaux. O

DL,(0) d’une fonction paire ou impaire définie au moins sur un intervalle | — ¢,0[U]0, €[ ot1 € > 0.
Si f est impaire, dans la partie réguliére du DL, (0), parce que les coefficients des puissances paires de = sont
tous nuls, on ne lit que des puissances impaires de z.
Si f est paire, dans la partie réguliére du DL, (0), parce que les coefficients des puissances impaires de z sont
tous nuls, on ne lit que des puissances paires de x.

1 n

—— =Y 2F 4+ o(2™), on peut écrire
IL—z 5

1 n

Exemples. Pour z €] — 1,1], a partir e f(z) =

— en substituant 2% & x, f(2?) = 12— > 2% + o(z?), alors que x — T est paire sur | — 1, 1]
- £=0 -
1 n
— en multipliant par = ces derniéres expressions , z x f(2?) = 12— 3wkt 4 oo(z?n D)) alors que
- k=0
x
r — —— est impaire sur | — 1, 1].
T p ] [

Démonstration. On suppose que Vx €] — €, 0[U]0, €[ on peut écrire f(z) = axr® + 01(z"). Comme —x €

n
k=0
n

) - 00 el f(-2) = 3 an(-2)* +on((-2)") = 3 au(~D)tat + oa(a)

)+ f(—=z 1 — n - " 14 (=1)k "
% _ 5[;:()%3;'@%1(:5 )+]§ak(—1)kxk+02(x )] :Zak#-xk+03($ )

) ICD LS auat + 010" — 32 (=1 — on(a™)] = 3 a1 0ya7)
k=0 k=0 k=0

f(x) — f(=x) 1 (="

Si f est impaire, f(x) = 5 qui a un développement dans lequel les coefficients ak# sont

nuls lorsque 'entier k est pair.

f(@) + f(==) 1+ (-1*

Si f est paire, f(z) = 5 qui a un développement dans lequel les coefficients . ——5—— sont nuls

lorsque ’entier k£ est impair. O

Développements de combinaisons linéaires et de composées.
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— Si f et g sont deux fonctions simultanément définies sur un méme intervalle U contenant xy ou ayant zq

pour borne, qui admettent chacune un DL, (x¢) sur U, Vo € U, f(z) = 3 ar(z — 20)* + 01((x — z0)™)

n

et g(z) = 3 bi(z — x0)* + 02((z — 20)"). Alors V(\, 1) € R2, A\ f + pg admet un DL, (7o) sur U qui

k=0
n

s’exprime par Vo € U, (\f + ug)(z) = > (Aax, + pby)(z — 20)* + 03((z — x0)").

— Si f est une fonction définie sur un inte:rvalle U contenant g, qui admet un DL, (xq) sur U et si g est
définie sur un intervalle V' contenant f(zo) qui admet un DL, (f(xo)) sur V et si f(U) C V, alors gof
admet un DL, (xg) sur U obtenu en remplacant x dans le DL, (f(zo)) de g, par la partie réguliére du

DL, (xo) de f puis en ne conservant que les puissances de (z — z() qui sont inférieures a n.

Démonstration. admise. O
Exemples.
1 P 1 LA 3
— Pour g =0, f : z — 1 a un DL3(0) définie par : Vz €] — 1,1], f(z) = 1 =Y "4 o01(z%) =
— - k=0

142+ 2%+ 2% + 01 (2®) la fonction g : 2 +—

1
ST 2% +0y(2%) = 1+a2+0y(2%) car il ne faut pas de z? tels que p > 3 donc la fonction h = 7. f —v/2g aun

k=0
DLs(0) défini par : ¥ €] 1, 1[, (7.f —v29) () = ; i x*?ﬂxz

aun DL3(0) défini par : Vo €] —1, 1], g(z)

1— 22 T 1_g2

= r(1+z+22+23)—v2(1+2?)+o03(23) =

(1 —V2) + x4+ (7 — V2).22 + 7wz + 03(x3).
— Pour 2y = 0,f : x — ﬁ de DL3(0) connu, vérifie f(xg) = f(0) = 1 et f(] —1,1]) =]1/2,+o0[.
La fonction exp :  — €* a pour DL3(1) sur |1/2,+oo[,exp(z) = 23: (x — 1)* + o4((x — 1)3). Ainsi
Vz €]1/2,400f,e* =e+e.(x —1)+e/(x —1)2 +¢e/6(x — 1)3 + o4((x — 1)3).
expof admet donc un DL3(0) dont la partie réguliére est obtenue par substitution puis écrétage : c’est
ete(l+z+2?+23—1)+e/2(l+z+22+23]—1)2+¢/6([1l + 2+ 2%+ 23] —1)3
=e+te(r+a?+23)+e/2(x+2%+23)?% +e/6(x+ 22 + 23)3

e+e(xr+ 22+ 2%) + ¢/2(2? + 222?%) + ¢/6(23) en n’écrivant pas les z* ot k > 3

=e+er—+ %wQ + —1361'3
= 5 5L

. ) . e 5, 13e 4
Ainsi le DL3(0) de expof sur | —1,1[ s’exprime par : Vz €] —1,1[, (expof)(z) = e+ ex + 5 + 5 * +

o(x®).

5.3 La construction du DL, (z,) d’une fonction de classe C" sur un voisinage de z

La formule de Taylor avec reste de Young. =z est un réel quelconque, n un élément de N*. f est une

fonction supposée de classe C™~! sur un voisinage U de zq et telle que f(™)(z() existe. Alors f admet un
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DL, (xg) sur U, qui s’exprime pas Vo € U

(k) (g
= Z fT(!O)(x —x0)" 4+ o((z — x0)™)

k=0

L’exemple du DL,(0) de la fonction exponentielle & tout ordre n de N*. Icizg =0, f = exp est de

classe C"~1 sur U = R (en fait C°) et exp™(0) = e = 1 existe.

(k) 1
Vk € N, Vo € R, exp(k) (:L’) = €7 et par Suite, M —

K kU
no1
La formule de Taylor-Young donne alors le DL, (0) de exp : Vo € R exp(z) = ¥ = > Ea:k + o(z™) =
n ok 22 g3 S
> o + o(z™). Ainsi par exemple & 'ordre 3, e* =1+ 2z + — + 37 +o(2?).
k=0 K

Démonstration. (en 5 étapes.) Vo € U \ {0}, notons respectivement I, et I, les intervalles fermé et ouvert de

bornes xg et x.

Examen du polynéme constitué des n premiers noémes de la partie réguliére. Notons P,_1(z) =

men < N ar (n—1) T
EifQONzx@kf@w+f%m>@xw+f§fﬂ fm~ﬁ&ﬁ

part P,_1(xzg) = f(zo), d’autre part les dérivées successives de P,_; se définissent par P, _,(z) =

(x—x0)%+ ...+ (z —z0)™ V. D’une

" (n—1) n—1 f£(k)
I (z0) + ! SCO)( zo) + ...+ f(;g)c?)(a:—:co)("”) = Zj M(m—xo)k_l et & tout ordre I entre
1 —1
ZE b _ fli+1) (o) FO () . n=1 f(k ( 0) ki
P (z)= f(z)(zo)JrT(x—xo)+...+m(:rf:co)(”’“1) kz o (z—10)*~* donc

Pr(f_)l(xo) = f®(z0) et continuant & dériiant & dirver jusqu’a 'ordre n — 1, Pff:l)(x) = f=D(z0) =
b B (o)

k=n—1 (k —n+ 1)'

Dérivée d’ordre n — 1 d’une fonction ¢, de variable t. On construit la fonction ¢, de variable ¢, dé-

(x — 20)*~"*! réduite au seul terme pour lequel k =n — 1.

finie sur I, par :

D (t) = f(t) — Pr—1(t) + Ap(t —x0)™ OU A, est me réel choisi pour que ¢, (z) = 0(\, = Poa(@) = f@)

. - (z—xo)" -
¢, est dérivable (par rapport & t) a tout ordre i de [0,n — 1] et ¢$” () = fO(t) — P (£) + Ag.n(n —

D(n — 2)e(n — i + 1)(t — 2o)"~" de sorte que ¢u(i)(wo) = f@(x0) — P (20) + Aulzo — x0)" =
FO (o) = D (x0) + AzO™ = 0.
n — 1 applications successives du théoréme de Rolle a partir de ¢,. 1. ¢, est continue sur I, et
dérivable sur I, (de bornes zg et x) et ¢ (x9) = 0 = ¢,(z) donc d’aprés le théoréme de Rolle,
3ey € Iy, ¢ (c1) = 0.
2. ¢’ est continue sur I, et dérivable sur I, (de bornes zq et ¢;) et ¢/, (z0) = 0 = ¢ (c1) donc d’aprés
le théoréme de Rolle, 3, € I, @l (c2) = 0.

On iére le procédé, aprés n — 3 dérivations on obtient ¢, s et on achéve par n — 1 : (bg;"_Q) est continue

(wn—Z)(

sur I, , et dérivable sur I, , (bornes g et ¢, ) et gzb(n 2)( 0) =0= Cn,) donc d’aprés le

théoréme de Rolle, Icp_1 € I, ., " (cn1) = 0.

Vers une expression de —), en fonction de (™) (2). On a vu que Vi € [0,n — 1], Q) (t) = fO) —
PO @) = fO) + Apn(n — 1)(n — 2)...(n — i + 1)(t — 20)"~" donc en particulier pour i = n —
1,0~ 1)( t) = f=D(t) - P,(ﬁ_ll)(t) + Aen(n — 1)(n — 2)...(2)(t — z0)* ce qui en t = ¢, s’écrit 0 =
¢§Cn71)(cn,1) = f(”_l)(cn,l)—Péﬁ;l)—&—)\mn!(cn,l—xo), or, Pf/:l) est constant de valeur f("_l)(xo) donc
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0=f"V(c,_1) = fFP Y (xg) + A\pn!(c,_1 — x0). On alors facilement \, = ——

1 fr=Dlen-1)=f"" (o)

n! Chn—1 — To

Mais f(”’l) est dérivable en zg car f(”) (zp) existe et lorsque x — xg , ¢,—1 — xo car il est dans I,.

1 (n—1) ) = (n—1) 1
Donc lim A\, = —— lim ! (en1) =/ (z0) = —— f™)(z0).
T—To n' T—rTo Cn—1 — X0 !

1 1 1
Posons alors e(x —x) = —;f(") (z9) — Az. On a lim e(x—x0) = ——.f") (20) + g.f(") (x9) = 0. Donc

! T n!

1
A\, = f(”) (x0) + €(x — xg) ot lim e(z — o) = 0.
n!

Tr—xTo

L’obtention du développement de Taylor avec reste de Young. On se souvient de la fonction ¢,

définie par ¢, (t) = f(t) — Po—1(t) + Az (t — 20)™.

On sait que ¢, () =0 donc 0 = f(x) — Pr—1(x) + Azp(x — 20)" et enfin f(z) = Pp_1(z) — Ap(z — 20)" =

n—1 f(k) €T
T200) (o 4 [ L1 (@0) + el - a0)] (& — )"
k=0 : ’

_ Z”: FARED

k=0 k! T—To
o((x — xo)™) est le reste de Young.

5.4 Les développements limités des fonctions usuelles au voisinage de 0

(x — 20)* + (x — 20)"e(x — 20) ot lim e(z — x9) = 0. (x — x9)".€(x — xp) qui est un

Primitivation d’un développement limité au voisinage de 0. Soient n un entier naturel, U un intervalle

ouvert de R contenant 0 et f une fonction continue sur U qui admet un DL, (0) sur U : Vo € U, f(z) =

n
P, (z) 4+ 2"e(x) ou lim e(x) =0et P,(x) = > axz®. Toute primitive F de f sur u, admet un DL, 1(0) sur U

k=0
qui est Vo € U, F(x) = F(0) + Z U gkt 4 2" lo(z) ot lim o(x) = 0.

k‘ + 1 x—0
E le. On sait U} LA Ve € U, ! fjk+(”)d P !
xemple. n sail ue pour =| — X —_— = x o\ onc aussl = =
p que p 1 T & Ttz 1- (-2

éo(— 7)F 4 of(—)") Cest & dire —— = z< 1)k 2k 4 o(a™).

L’intégration de ce DL de 0Oax donne alors (en observant que z €] — 1,1[= 1 + = > 0).
k
In(1+z)=In(1+0)+ § (g

0 k+1
n+1 -1 k—1
7( ) 2P 4 o(x™th),
=1k
Démonstration.

xR+ 4 o(2™*1) qui aprés décalage de Iindice de sommation s’écrit In(1+x) =

— La fonction ¢ — t"¢(t) est continue sur U puisque t"¢(t) = f(t) — P,(¢) ou f et P, sont continues sur I.

Vx € U, cette fonction peut donc étre intégrée sur 'intervalle fermé de bornes 0 et & qu’on peut noter

I,.

Nous allons montrer que foz t"e(t)dt est un o(z" 1) et pour cela, que hm — fo t"e(t)dt = 0. Parce

que lir%e(:z:) =0,Ya e R, In e RVt e U, Jt| <n=|e(t)] < a.
r—
Donc Va € U, |z| <np =Vt € I, |t| <n =Vt € I, |e(t)] < a.

Supposons donc que || < n.
1

1
ey 0] = 5 et € e el € s [ dbor e [ o ade =
z « gt « xntl «
—_— thdt| = Il = . = < a.
‘$|"+1|f0 | |x|”+1|[n—|—1]0| |:L‘|"+1 |’I’L—|—1| ntl = «
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En conclusion, Voo € R%,3n € Ri Vo € U, fz| < n =
. T n _
— Vx € U, en intégrant les deux membre de I'égalité f(t) = P, (t)+t".€(t) sur I, de bornes 0 et x, fo t)dt =
I Pat)dt + [T tre(t)dt secrit [F(R]E = 73 axthdt + o(@"1) d'ott F(x) — F(0) = 3 —b_ gh+1 4
k=0

—1 [y t"e(t)dt| < a. Ceci prouve que

k=o k+1
o(x"*1) et enfin F(z) = F(0) + Z " _']_c . P 4 o(z™ ) d'ott F(z) — F(0) = kz_:o kai_:lxk*l + o(a™t1)
et enfin F(z) = F(0) + Z Do gkt 4 o(x"Th).

k—!—l

Dérivation d’un développement limité au voisinage de 0. Attention, on ne dit pas que si une fonction
f admet un DL, (0) sur U alors elle est dérivable sur U et f’ admet un DL,,_1(0) qui s’obtient en dérivant les
termes du DL, (0) de f.

Le véritable énoncé est Vn € N, si f de classe C'! sur U, admet sur U, un DLy(0) : f(z) = P,(z) + o(z™), si on
sait que f’ admet un DL, _1(0) sur U, alors f étant un primitive de f’, le DL, (0) de f sur U se déduisant de
celui de f’ par le résultat précédent, le DL, _1(0) de f’ est f'(x) = P.(x) + o(xz"~1).

2n+1 1

Exemple. Vn € N* le DLg,41(0) sur R de la fonction exponentielle s’écrit : Vo € R, e* = Z ka—&-o( x2ntl),
=0
2n+1 ] 2n+-1 (_1)k
On en déduit e = 5. —(—z)F + o(a®"*t!) = z* + o(x®*1) puis sh(z) = Le¥ — le7® =

A k=0 k! k=0 k!
241l — (=1)F )
—— 2 gk 4 o(2?H!
P TR O
Et comme il est claire que 1 — (—1)* est 0 lorsque k est pair et 2 lorsque k est impair seuls le termes de degré

n
impair subsistent de sorte que sh(z) = > 22k 1 4 o(22F1), sh est dérivable sur R de dérivée ch et

=0 (2k+ 1)!
ch de classe C?"~ ! sur R est telle que ch(*™)(0) existe, donc son DLs,(0) existe.

Le DL5,(0) de ch est donc obtenu par dérivation terme a terme du DLg,+1(0) de sh :

n n

(2k + 1) ; 1 .
Vr € R, ch(z Z k1) 22 + o(z? ):Z(Qk)!x%—i—o(mQ )
= ( k=0

Les DL,(0) a connaitre.

=1l+4+z+22+..+2"+o(z")

1-=z
~1rz- 1—x+2%+..+ (=1)"2" + o(z™) (on remplace x par —x dans le précédent)
x
x? 23 "
— In(l+z)=x— St et (—=1)""1— + o(x™) (primitive du précédent)
n
1
T 1422 1—2?+a2*— ...+ (=1)"2® + o(2*") (on remplace = par x? dans 1/1 + x)
x
1‘3 1‘5 $2"+1
— Arctan(z) =z — 3 + - + (=" 1 + o(x?"*1) (primitive du précédent)
2 31‘3 n
— =1+t o tgp et + o(z™)
h(x) 1+x2+z4+ + o il + o(x®") (partie paire)
— ch(z) = — =+ o(z artie paire
or Tl (2n)! pariie P
PR L2+l
— sh(z) =z + 30 + 5 + ...+ m + 0(12n+1) (partie impaire)
2 4 on
— cos(z)=1— % n % 4 (= )nén)! + o(x2") (ch(iz))
- . p2n+1 - ’
— sin(z) == T & +( )”m + o(x?" 1) (sh(iz))
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Le DL,(0) de z — (1 4+ 2)*. Va € R*Vz €] — 1,1[,(1 + 2)* = Z(gc)xk + o(z™) aux abus d’écriture
k=0
ala—D)(a—2)..(a—k+1)
k!
DL, (0) permet entre autres de développer /1 + x,v/1 — z,

k
prés (@) = Letsik > 1,(6) =

(c’est un abus car «a n’est pas un entier). Ce
1 1

itz V1—zx

k : .
k>a+1, (o) =0 car le facteur (v — o) est présent au numérateur. Le dernier terme non nul est alors celui

.SiaeN*etsin>a+1,lorsque

dont le numérateur comporte comme dernier facteur (¢« — « + 1) = 1. Le développement de (1 + z)* est alors
exactement celui du binéme de Newton.

Ce n’est pas surprenant puisque (1 + x) est dans ce cas particulier, une expression polynomiale.

5.5 Exemples d’applications des développements limités.

L’obtention d’un équivalent. Cherchons un équivalent de Arctan(z) — sin(x) au voisinage de 0. Avant de
connaitre les DL, on savait seulement que chaque terme était équivalent & x mais ne pouvant soustraire des
équivalents, cela ne permettait pas de répondre & la question.

3 3
Les DL3(0) des deux termes sont Arctan(z) =z — Ly o(z3) et sin(z) =z — 4 o(x?).

|
3 3 . x3 i 0o 3
Donc Arctan(z) — sin(z) = x — 3 + 5 +o(2?) = s +o(2?) d’ou Arctan(z) — sin(x) ~ ——.
L . o k = k z"e(x)
En effet de facon générale si f(z) = ) aka® + o(z"), alors f(z) =Y apz”] x (1 4+ ———).
k=0 k=0 S apzk
k=0
Mais le polynome Y apa* est équivalent & son terme de plus bas degré, notons le apxP oup<n.
k=0
n m, 1 n
Donc le quotient :67(33) est équivalent a ) = —2" Pe(x) de limite 0 en 0. Donc f(z) N 3 apak.
S apa® ap. P Ap k=0
k=0

Arctan(x) — sin(x)

. Le DL3(0) d
In(l+z)+e -1 ¢ 3(0) du
3

Exemple d’un calcul de limite. Etudions la limite en 0 du quotient

2 3 _ )2 _ )3

dénominateur est x — % + % +1—x+ ( ;) + ( ;;) —1+o(2?) = % +o(z?).
3 a3

Le dénominateur est équivalent a 3 quand le numérateur l’est & 5
—23/6

Le quotient est donc équivalent a = —1. Le quotient a donc pour limite -1 en 0.

x3/6
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Quatriéme partie
Divisibilité dans 7Z
1 Une construction de Z ensemble des entiers relatifs

Sin € N*, I’équation n + z = 0 n’a pas de solution dans N. On est donc conduit & construire un ensemble de
nombres plus vaste que N pour y trouver une solution .

Par ailleurs, ’échange commercial primitif "je recois n et je donne m" peut se modéliser sous la forme du couple
(n,m), éléments de N2, au format (quantité reque, quantité donnée). L’échange (n,m) a le méme bilan (profit
ou perte) que 1’échange (n’,m’) lorsque pour un méme individu, la succession des échanges (n,m) puis (m’,n’)
a un bilan nul. C’est & dire lorsque la quantité n + m”’ reque est égale a la quantité m + n’ donnée.

Dans N2, on considére la relation R définie par :
Y((n,m), (n',m")) € (N*)2, (n,m)R(n’,m’) & n+m' =m+n’

On montre que R est une relation d’équivalence (R-S-T) dans N2.
Pour tout couple (n,m) de N?, sa classe d’équivalence est m,m = {(n/,m’) € N*/(n’,m/)R(n,m)}.
L’ensemble de ces classes d’équivalence, dit ensemble quotient N? /R est noté Z.

V¥n € N, nous noterons n,0 par +n et 0,n par —n, 0,0 est notée 0.

2 Les opérations

Addition. VY(p,q) € Z?, notant p = (n,m) et ¢ = (n/,m’), pour tous représentants respectifs (ny,m;)

et (n},m}) de ces classes, on montre que les couples (n; + nj,m; + m}) sont éléments de la méme classe

(n+n',m+m'). On pose alors par définition p+ ¢ = (n,m) + (n’,m) =n+n’,m+m'.

Multiplication. V(p,q) € Z?, notant p = m,m et ¢ = n’,m/, pour tous représentants respectifs (ny,m;) et

(nf,m}) de ces classes, on montre que les couples (ny.n] + mi.mj,nym} + min}) sont éléments de la méme

classe (n.n’ +m.m/;n.m’ + m.n’). On pose alors par définition

px qg=m,m)x (n’.m’)=(n.n' +m.m' nm'm.n’)

Les propriétés de ces opérations. + (opposeé)

— X est loi de composition interne dans Z

— + est loi de composition interne dans Z % est commutative

— + est commutative — X est associative

— + est associative — Z posséde (1,0) notée 1 comme élément neutre

— 7Z posséde (0,0) notée 0 comme élément neutre pour x

pour +. — Les seuls éléments de Z qui admettent un symé-

— Tout élément de Z admet un symétrique pour
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trique dans Z pour x ("inverse") sont (1,0) = verse .

+1 et (0,1) = —1, chacun étant son propre in- — X est distributive par rapport a +.

(Z,+) est un anneau unitaire commutatif dont les seuls éléments inversibles sont —1 et 1.

La régle des signes. V(n,m) € N?:

(+n) x (+m) = (n,0) x (M,0) = (P xm+0x0,n x 0+ 0 x m) = (n.m,0) = +n.m
(+n) x (=m) = (n,0) x (0,m) = (n x 04+ 0 x m,n x m+0 x0) = (0,n.m) = —n.m
(—n) x (+m) = (0,n) x (M,0) = (0xm+nx0,0x0+n xm)=(0,n.m) = —n.m
(=n) x (—=m) = (0,n) x (0,m) =(0x0+nxm,0xm+nx0)=(nm,0)=+nm

La soustraction. V(p,q) € Z?,p — q = p+ (—q) (on ajoute 'opposé de q).

N C Z. Par abus d’écriture, on confond tout entier naturel n avec I'entier relatif +n = (n,0). Ceci parce que
l'application ¢ : n — (n,0) est une bijection de N sur la partie Z, de Z constituée des seules classes de la forme

(k,0) ot k € N et que cette bijection vérifie la propriété :

Y(n,m) € N2, ¢(n+m) = (n+m,0) = (n,0) + (m,0) = ¢(n) + ¢(m)

3 La relation d’ordre <

<.

V(p.q) €Z’,p<qeqg-peNetg>pep<gq

Entiers positifs, entiers négatifs. De cette définition, il ressort que Vg € Z, e N ¢—-0€ N« 0 <gq.
Les éléments de N (les entiers positifs) sont caractérisés par ¢ > 0; ¢ < 0 caractérisant leurs opposés, les entiers

négatifs de "—N".

Propriétés.

” ainsi définie est une relation d’ordre total dans Z qui prolonge celle de N.

— La relation ” <

— Elle est compatible avec l'addition : V(a,b,c¢) € Z3,a < b = a+ ¢ < b+ c et compatible avec la
multiplication par un entier positif. V(a,b) € Z*,Vc € Na <b=axc<bxc

— V(a,b) € Z?,Vce —Na<b=axc>bxec.

— Toute partie A non vide et majorée de Z admet un plus grand élément.

— Toute partie A non vide et majorée de Z admet un plus petit élément.

Valeur absolue. Vp € Z,|p| = maz {—p, p}, plus grand élément e cet ensemble (max de maximum).
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Propriétés de la valeur absolue.

— VpeZlpl=0&p=0
— V(p,q) € Z%,|p x q| = |p| x |q]
— Y(p,q) € Z%,|p+ q| < |pl + lg]

4 La divisibilité dans Z

Division euclidienne dans Z. V(a,b) € Z x Z*,3!(q,r) € Z* ,a=bx qg+7r et 0 < r < |b]. ¢ est appelé le

quotient et r le reste dans la division euclidienne de a par b.

Démonstration.

Existence. L’ensemble B = {bk/k € Z etbk < a} est non vide (contient ba ou —ba) et majoré par a. Etant
partie de Z, il admet donc un plus grand élément bg. On a alors bqg < a < bg + |b| donc 0 < a — bg < |b].
Notant r =a —bg, on a 0 <r < |b| et a = bq + (a — bg) = bq + r.

Unicité. Sia=bg+r =bg'+r" avec 0 < r < |b|et 0 <’ < ¥ alors 0 = bg+r—bg’ —r' donc b(q—¢q') =r'—r
terme de | — |b], |b|[. Donc |b|.|¢ —¢'| < |b] donc |¢—¢'| < 1 donc (dans Z) ¢ —¢' =0 ainsi ¢ = ¢’ et r = 1.

O

a est multiple (entier) de b et b est diviseur (entier) de a. Lorsque la division euclidienne de a par b,

a = bg + r admet un reste nul. On note bja pour b divise a.

Remarques. Si bla et a # 0, alors |b| < |a|. (puisque |a| = |b].|q| > |b] vu |¢| > 1.

Entier premier. Il est clair que tout entier n posséde au moins les diviseurs n,—n,l et —l carn=1xn =
(—=1) x (—=n). Si n = 0, ils sont trois : 0,1 et -1. Si n = 1, ils sont deux 1 et —1. Tout entier n qui n’a comme
diviseurs que les nombres n, —n,1 et —1 lorsqu’ils sont quatre et aucun autre est dit premier, sinon il est dit

non premier.

Décomposition en produit de facteurs premiers.

— Tout entier de N* \ {1} posséde au moins un diviseur premier.
— Tout entier de N* \ {1} se décompose de fagon unique en produit de facteurs premiers.
701 T2 Mk

— Tout entier relatif se décompose de facon unique sous une forme : (£1)p}".p5*...p* ot les entiers p; sont

positifs et premiers.

Démonstration. — VneN\{1},P={p€Z/p>2etpn} #0 (carn € P) et est minoré par 1. Il a donc un
plus petit élément pg. Si pg admet un diviseur en dehors de {—1,1, —po,po},I(p1,q1) € (N*\ {1})%, po =
p1¢1. Ainsi p1¢i|n donc pi|n mais comme 1 < p; < pp n’est pas le plus petit élément de P. conclusion

les seuls diviseurs de pg sous les éléments de {—1,1, —pg, po} donc pg est premier.
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— Existence. (par récurrence "forte", c’est a dire avec hypothése de récurrence maximale.)
Initialisation. pour n = 2, la seule décomposition possible est 2 = 2.

Hérédité. Supposons que pour un entier n de N*\ {1}, la propriété de décomposition soit vraie ainsi
que pour tous les entiers de N* \ {1} strictement inférieurs a n.
Considérons n + 1. Vu la démonstration précédente, il posséde au moins un diviseur premier p et
n+1l=pgqouqeN
— sig=1,n+1 = p décomposition en un seul facteur premier.
— si g > 2,p étant premier, p > 1 et par suite ¢ <ncarq=1.g <p.gq=n+1.
L’hypothése de récurrence fait écrire ¢ = pi*.p52.pt= et n + 1 = p.¢ = p.p7*.p5>.p7 est produit
de facteurs premiers.

Unicité. Supposons qu’un entier nature n ait deux décompositions en produit de facteurs premiers.
quitte & mettre en place des exposants nuls, écrivons les deux décompositions selon ’ensemble des
facteurs premiers rencontrés.

n = pit.py?.pls = pi".py?.pT et isolons un quelconque facteur premier p;.

On peut écrire n = p;"*.a = p;*".b ou p; ne divise ni a et ni b.

Si n; # m; (on peut supposer par exemple n; > m;), n = p;*.a = p;*~ " .p".a = p;*'.b. Donc
p;i” ™ .a = b, donc p;|b, ce qui est faux. Il y a contradiction donc n; = m;.

— Evident puisque n = +1.|n| et que 'on peut appliquer & |n| ce qui précéde.

Méthode pratique pour déterminer si un entier relatif n est premier. Si aucun entier naturel premier

p tel que p? < |n| ne divise n, alors n est premier.

Exemple. 173 est premier car il n’est divisible par aucun des entiers premiers 2,3,5,7,11,13 ’entier premier

suivant qui est 17 a son carré supérieur a 173.

Démonstration. Sin n’est pas premier, il admet au moins un diviseur p n’appartenant pas & {—n,—1,1,n}. On
peut donc écrire n = pq ou également ¢ € Z \ {—n,—1,1,n}.

min({|p|, lq|}) qui est |p| ou |g| est élément de N* \ {1} : il a au moins un diviseur premier py dans N.

po < min({[p|, lq|}) donc p§ < [min({|pl,|a|})]* < Ip|,lql = [n].

po divise min({|p|, |¢q|}) donc divise |p|,|q| = |n| donc divise n. On vient d’établir la contraposée du résultat

demandé. O

L’ensemble des entiers naturels premiers n’est pas majoré.

Démonstration. S’il état majoré, il admettrait un plus grand élément py et s’écrirait {p1, p2, ..., ps} ol p1 < pg <
.. <ps (avec p1 = 2,p2 = 3...)
L’entier p = p; X p2 X ... X ps + 1 égal a leur produit majoré de 1

— est strictement supérieur & p; car comme les p; sont supérieurs & 1, p1 X ps X ... X ps + 1> ps +1 > ps.

— n’est divisible par aucun entier premier pi,pa, ..., Ps.
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En effet, s’il I’était 1 = p — p1 X p2 X ... X p, serait divisible par cet entier premier donc supérieur & lui. Or c’est
impossible.

Donc p est un entier premier. Mais il est supérieur au plus grand entier premier. Il y a contradiction. O

Ensemble D(a) des diviseurs d’un entier a. D(a) ={be€ Z/3q € Z,a = b.q}.

Remarques. D(0) = Z puisque Vp € Z,0 = p.0. Bien sur a € D(a) puisque a = a.1 et si b € D(a), bla donc
[b] < lal.
V(a,b) € Z2,[D(a) = D(b)] & [la] = [b]] et V(a,b) € N*,[D(a) = D(b)] « [a = b].

Plus Grand Commun Diviseur de deux entiers non nuls a et b. (noté pged(a,b) ou parfois a A b).
L’ensemble D(a) N D(b) des diviseurs communs de a et de b est 'ensemble des diviseurs d’un unique entier
positif d, lui méme diviseur commun de a et b et le plus grand d’entre eux. Ainsi D(a) N D(b) = D(d) ou d est

le plus grand commun diviseur de a et b.

Démonstration. Clairement ’ensemble D(a) des diviseurs de a est le méme que D(—a), ensemble des diviseurs
de —a, seuls les quotients changeant de signe. On peut donc se ramener au cas ou a et b sont positifs. De plus
on pourra supposer a > b, le cas a < b pouvant se traiter de la méme maniére en échangeant les roles de a et b.

Si b = 0. L’ensemble D(b) des diviseurs de b est Z donc D(a) ND(b) = D(a) NZ = D(a). Dans ce cas d = a.

Si b > 0. La division euclidienne de a par b s’écrit a = bgqy + r1 ou 0 < r; < b. Tout diviseur commun de
b et ry divise a et b et comme r; = a — bqy, tout diviseur comme de a et b divise b et r1. On a donc
D(a) ND(b) = D(b) N D(rq).

Sir; =0. D(r1) = Z donc D(a) ND(b) = D(b) et d = b.

Si r; # 0. La division euclidienne de b par 1 s’écrit b = r1ga+7r2 ot1 0 < ro < r1. Le méme raisonnement
que ci-dessus conduit & D(b) N D(r1) = D(r1) N D(ra).

Sire =0. D(ry) = Z donc D(a) ND(b) =D(b)ND(r1) =D(r1) et d =11.

Si ro # 0. La division euclidienne de ry par ro s’écrit 11 = r9.q3 + 73 ol 0 < r3 < r9. Le méme raison-
nement que ci dessus conduit & D(r1) N D(rz) = D(r2) N D(r3).
La suite des restes r, est une suite strictement décroissante d’entiers positifs. Au bout d’un nombre

fini n de divisions euclidiennes, la valeur 0 sera atteinte et on aura r, = 0. Les deux derniéres divisions

euclidiennes auront donc la forme

Tn—3 =Tn—2qn-1+Th—1000<r,_ 1 <rp_oetr,_1 #0etrp_o=r,_1¢, +0

Elles assurent respectivement le fait que D(a) ND(b) = D(b)ND'r1) =... =D = (rp—2) N D(rp_1) et

D(rn—2) ND(ry—1) = D(ryp—1). Ainsi d = r,,_1 dernier reste non nul.
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Méthode de calcul du pgcd(a,b). On effectue la succession de divisions euclidienne, par exemple on calcul
le pged(456,252) :

456 = 252 x 1 + 204

252 =204 x 1 +48

204 =48 x 4412

48 =12 x4+ 0 Le dernier reste non nul est 12 donc pged(456,252) = 12. Cette méthode & été justifié pendant

la preuve de l'existence du pgcd.

Associativité de V’opération pgcd. V(a,b,c) € Z3,pged[pged(a,b),c] = pgedla, pged(b, c)]. L'entier ainsi
obtenu est appelé pged(a, b, ¢).

Remarque. Lorsque d = pgced(a,b) on peut écrire a =d X o’ et b=d x b'. On a alors pged(a’, V') = 1.

Démonstration. Sia’ et b’ ont un diviseur commun positif d’ strictement supérieur & 1, on peut écrire o’ = d' xa”
et b = d x b’ desorte que a =d xd xa’ etb=dxd xb"etdxd estun diviseur commun de a et b

strictement supérieur & leur pgedd. C’est impossible donc un tel d’ n’existe pas. O
Entiers a et b "premiers entre eux" ou "étrangers". Entiers a et b tels que pged(a,b) = 1.

aZ 4+ bZ = dZ. V(a,b) € Z?, notant d = pgcd(a,b) et aZ + bZ = {au+bv/(u,v) € Z*}, on a légalité :
aZ +VZ =dZoudZ={dk/k €L}

Démonstration. C. soit a.u + b.v un élément de a.Z + b.Z. On a d le pged(a,d), il divise a et b. Donc
J(a',b) € Z?,a =d.a’ et b=d.b. Ainsi au + bv = d.a’.u + d.b/.v = d(a’.u+ b'.v) donc a.u + b.v € d.Z.

D. Dans la suite des divisions permettant de calculer le pged(a,b), d est le dernier reste non nul r,_1.

Tn—3 = Tn—2Qn_1+rn_1doncd =r,_1 =7p_3—Tp—2.Gn-1 € rn_3Z+r,_oZ.MaisSr,_4 = T_3G¢n_2+Tn_2

doncr,_o =7p_a4—"Tn_3qn_2 € Tn_gZ+r,_sZ donc d € r,,_47Z+7,_37. En remontant ainsi la succession

de divisions euclidienne, on achéve par d € aZ + bZ. Donc dZ = aZ + bZ.

L]
Conséquence. V(a,b) € Z?, notant d = pged(a,b), I(u,v) € Z?,d = a.u + b.v. Attention! Il n’y a pas unicité
du couple (u,v).

Démonstration. d = d.1 € dZ(= a.Z+b.Z) d’ou lexistence du couple d’entiers (u,v) tel que d = a.u+ b.v. Dans
le cas particulier de (a, b) = (456, 252), on sait que d = pged(a,b) = 12. On peut observer que 12 = 456u + 252v
pour (u,v) = (5,—9) mais aussi (-16,29),(26,47),... O

Remarque. DL’existence d’une telle relation d = a.u 4+ b.v n’entraine pas que d = pged(a,b) sauf dans le cas

oll d = 1 comme on va le voir ci dessous.

Théoréme IV.1. (De Bézout.)

Y(a,b) € Z2, [pged(a,b) = 1] < [B(u,v) € Z*, au + b = 1]
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Démonstration. =. Implication déja établie dans le cas général d’un pged(a,b) = d quelconque.

<. Si I(u,v) € Z% a.u + b.v = 1, tout diviseur commun & a et b, divise 1. Donc le plus grand d’entre eux

pgcd(a, b) divise 1. Or les seuls diviseurs de 1 sont +1 et —1 Etant par définition positif, pged(a, b) = +1.

O

Une premiére conséquence. Y(a,b) € Z?, notant d = pged(a,b), on sait que 3(u,v) € Z?,d = a.u+ b.v. On

peut ajouter que dans une telle décomposition pged(u,v) = 1.

Démonstration. d divisant a et b, il existe deux entiers a’ et b’ tels que a = d.a’ et b = 0. d = a.u + b
sécrit d = d.d’.u+d.b.vdonc1l=a.u+b.v=mua +v.b ce qui d’aprés le théoréme de Bézout entraine que

pged(a’,b') =1 = pged(u,v). O

Théoréme IV.2. (De Gauss) V(a,b,c) € Z3, si a|b, ¢ et pged(a,b) = 1, alors alc.

Démonstration. Puisque pged(a,b) = 1,3(u,v) € Z?a.u + b.v = 1 donc a.c.u + b.cv = c.

ala.c.u de fagon évidente de alb.c ar hypothése donc alb.c.v. Ainsi a|c puisque ¢ = a.c.u + b.c.v. O

Un exemple d’équation Diophantienne. Résoudre dans Z2, I’équation d’inconnue (u,v) :
456.u + 252.v = 12

Ayant déja calculé pged(456,252) = 12 nous savons que cette équation admet au moins une solution puisqu’il
existe au moins un couple (u,v) de Z? tel que 12(= d) = 456.u + 252.v

Nous allons cherche un couple solution particulier. Si on n’a pas I'idée de (5,—9), la remontée des divisions
euclidiennes nous permet d’aboutir & coup sur :

456 = 252 x 1+ 204 donc 204 = 456 — 252 x 1

252 =204 x 1+ 48 donc 48 = 252 — 204 x 1 = 252 — (456 — 252 x 1) x 1 = —456 + 252x

204 =48 x 4+ 12 donc 12 =204 — 48 x 4 = (456 — 252 x 1) — (—456 + 252 x 2) x 4

Ainsi 12 =456 x 5 — 252 x 9 = 456 x 5+ 252 x (—9).

Résolution de I’équation. V(u,v) € Z?

12 = 456.u + 252.v
12 = 456.u + 252.v &

12 = 456.5 + 252.(—9)
= 456(u — 5) + 252(v + 9) < 0 = 38(u — 5) + 21(v + 9) < 21(v + 9) = 38(5 — ).
21|38(5 —u) et pged(21,38) = 1 donc par théoréme de Gauss 21|5—u donc 3k € Z,5—u = 21.k et u = —21k+5.
Remplagant dans ’équation 21(v+9) = 38(5 —wu), (5—u) par 21.k, il vient 21(v+9) = 38.21.k donc v+9 = 38.k
et v=38.k—09.
Tl est aisé réciproquement de vérifier que Vk € Z,456(—21k + 5) + 252(38k — 9) = 12.
L’ensemble de solution est S = {(—21.k+ 5,38k —9)/k € Z}.
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Remarques. Pour prolonger cette étude, notons que :
— D’équation 456.u + 252.v = 1 ne peut avoir de solution dans Z? car si cela était, d’aprés le théoréme de
Bézout, 456 et 252 seraient premiers entre eux, ce qui est faux.
— l'équation 456.u + 252.v = 24 n’ pas comme ensemble-solution dans Z2, comme on pourrait le penser par
une réflexion trop rapide S’ = {(2 x (—21.k +5),2 x (38k — 9))/k € Z}.
S’ n’est qu’une partie de ’ensemble de ses solutions. Il faut refaire le raisonnement & partir de la solution

(2x5,2x(=9)).
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