Modele cinématique

= Cinématique (etude des vitesses )

= Vitesse d'un point lie a un repere
= Vitesse de translation
= Vitesse de rotation, matrice S, produit vectoriel

= Jacobienne d'une articulation en un point

= Vitesse d'une articulation, en un point

= Jacobienne

= Deplacement virtuel

= Calcul de la jacobienne (DH)

= Singularites d'un robot

= Travall virtuel, et modele de force statique
= Modele cinématique inverse



Repeére lié a un solide

= un point P est lié au repere affine I: Oi’Ri Ssi

= ses coordonnées 'P sont fixes : 'P =cte
= un solide est lie au repere i ssi
= Tout point P du solide est lie au repere i
= On dit aussi que le repere i est lie au solide...



Vitesse d'un point P / repere |

definition intuitive

= Repere i lie a la salle de cours, Vous étes le point P(f)

= [1] Vous avancez suivant xi = [2] Vous avancez suivant yi

Z, coord co0rd
> v |
Point " Point -
fffffffffffffffffffffffffffffffffffffff CP(Y) P(t)
Vecteur Vecteur
Vitesse de Vitesse de
P/ Ri P/RI

= Définition du vecteur vitesse d'un point P(f) / repere Ri
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Vitesse d'un point P / repere |

définition
= La vitesse du point P par rapport au repere Ri est le
vecteur dont les coordonnées dans le repere | sont les

derivees temporelles des coordonnées de P dans le
repere |

= En bref (on oublie la fleche pour alleger la notation )

i _linl_ d{iP]
Vo €St le vecteur tel que Vorei=| P]_7




Vitesse / Rk
d'un point P, fixe / Ri

= Vous étes immobile /au repereiliealasalle: v, . =0

P/Ri

= Mais vous vous deplacez / repere k lie au soleil :v; ., =

= Equation liant Vo €LV ? transformations homogenes :

PRi ' VP/RK
k d|* p] d'R.'P+'0,
Vpirk— d d

d"R. }\/gg‘ d “O.
kVP/Rk [d ] [P] +'R, T+ {dt

— — — . — . J
chgt orientation Ri /Rk K

Ve O Vg




Chgt Orientation Ri / Rk

lien avec le produit vectoriel 1
= On s'intéresse seulement au terme  d “R|

. dt

“R. est orthogonale :[kRi].[kRi] =1Id
= En dérivant temporellement, oTn obtient :

d{kRi] ["R ]T+{kR] d[le.] 0

cde T odr

Semisymemique  Santieymémiqne
= Etdonc: d[kRJ ) 0 ~w, w,

o =S5."R;,avec S=| w, 0 —w,
—w, W, 0

S anti-symétrique, notée S(w)



Chgt Orientation Ri / Rk

lien avec le produit vectoriel |2

= Le terme dU au changement d'orientation est un produit
vectoriel, exprime dans le repere k

_d'R|

k ' k k N T k kA~
Vo = .P=S5("w)."R,.'O,.P=S("w)."O, P
chgt orient Ri /Rk
0 — Wy (Dyk bxk wyk'bzk_wzk byk K
W 0 — Wy |- byk — W i bxk_ka‘byk — [(&)XOIP
_(Dyk (ka O bzk (’Oxk’byk_wyk‘bzk
~— Y __ :_} — ' '
S anti-symétrique, notée S(‘w)  b=0,
" (ka
W est le vecteur de coordonnees W= dans RK




Matrice anti-symetrique S

liee au produit vectoriel

- Soient 2 vecteurs @,b , et leur produit vectoriel

—axb
= Expression dans un repere k (orthonorme direct)
<=> multlpllcatlon a gauche par la matrlce S(*a)

) ka b _azk b ) -
C— C — azk.bx _Clxk.bzk — S( a) . b

yk ) D o
— matrice 3X3 3X1
CzkI axk‘byk ayk’bxkI

avec . |
s|"a|=
aj= azk O _axk
_ayk axk O




Formule de rodrigues,

vecteur de rotation

= On peut représenter une rotation vectorlelle d'un angle 0
autour d'un axe de vecteur unitaire u, par le vecteur u. u.6

WX

- oo

w=V,.cos(0)+v, .sin(0)+v

V,=U. [ut.v]=[u.uTl.v

v.=v—v =[Id—uu'].v

W
v,=uXv,=uxXv=s(u).v > Yy
Raisonnement sur les coordonnées dans un
repere k, non préciseé pour simplifier la lecture )
' . . > - —»
= Formule d'Olindes Rodrigues w est limage de v

par la rotation autour de u

w=|uu".(1—cos(0))+1Id,,,.cos(0)+S(u).sin ()] v

S g

o . k . s N
matrice de rotation "R, exprimée dans le repere k



Cas d'une rotation infinitésimale

= Formule d'Olindes Rodrigues , pour 06

w=|uu".(1-cos(80))+1d,,,.cos(56)+S(u).sin(56)|.v

S B

matrice de rotation, dans la base k
= Angle 0 tres petit :
cos(80)~1
sin (5 0)~& 0
wwu' (1-1)+1d,,,.1+S(u).50|.v

e 7

matrice de rotation, dans la base i

= Variation due a la rotation :

Sv=w—v~S(u).80.v=[u.80]|Xv=8uxv



Vecteur vitesse instantanée de

rotation de Ri/ Rk

= Soit P un point lié a R, |la vitesse de P par rapport
a Rk peut toujours s'ecrire sous la forme

Vpirk — [wRi/Rk X0, P] T Voirrk

= La vitesse se décompose en 2 termes :

= Terme 1 : Rotation autour de I'axe Oi, Wy ki
= Terme 2 : translation due au déplacement de Oi/Rk

= Wpgire est appelé : vecteur vitesse instantanée de rotation
de RI/Rk ( longueur = vitesse angulaire, direction = axe)



Interprétation graphique

—_—

= Soit P : Lié a Ri, tournant autour d'un axe Oi:wRi/Rk, ala
vitesse angulaire o (Oi est supposee fixe / Rk)

——

= La vitesse de P est orthogonale al'axe YWri/rk, et a O, P

= , salongueur algébrique est : WS W g/ pic> O P

On peut donc 'representer’ la rotation avec un vecteur
Wri/rk , COliN€aire a I'axe de rotation, et de longueur

algébrique ® W cir

= Pourtout Plié a R, on aura \JeC
| Origine
Qi

e

Vork= Wgiyrk X O; P




Calcul du vecteur vitesse

instantanee de rotation de Ri/ Rk

———

= calcul de Wi/ Rk
= Etape 1: on calcule la matrice anti-symetrique
S k . I iR .
( wRi/Rk)_ dt k| Wy 0 — Wy
_(Dyk ka O

S g

B

S anti-symétrique, notée S (kai, o)

= Etape 2 .on en déduit les coordoonnees dans le repere k

W, =S3,

W ri/RK

| D=

W, =53

I(Dzk:'Sle




important: additionnabilite des

vitesses anqulaires

—_— 2z — 2z —

En bref Vi,k,p: Wi/ rk = Wri/Rp T W Rp/ RK

Dém: matrices S associées,dans la base k:

k k
d'R, :d{ Rp'pRi]: d'R,) PR+R d'R;
dt dt dt - - dt
S (kai/Rk) : kRi S (kap/Rk) : kRp S <mei/Rp) : pRi

S (kai/Rk) °kRi:S <kap/Rk) ‘kRi_I_kRp .S (pri/Rp) : {ka ’kRp] 'pRi

N—

ID

S (kai/Rk> ?&R'N: S (kap/Rk> W\RN‘" 5 (kai/Rp> }RN




Vitesse de l'articulation i

d'un robot
= Soit un(tout) point P lié a la i*™ articulation du
robot

( <= de coordonnees connues, et fixes, dans le repere i)

= |a vitesse de P par rapport au repere 0, séecrit :

R —

Vpiro— [ Wpi/po X O; P ] T Voirro

= Pour |I' exprimer ( dans le repere 0), on doit

connaitre :
0 .
€ = {VOi/ROI B Ovl. Vecteur a 6 coordonneées, appele
i~ |0 |0
[(DRI'/R()] noBEon, W;|  'Vitesse de l'articulation i du Robot'




Calcul direct de la vitesse
de |'articulation i

| | ) x0
O . O [ vl. (Dl'
[(DRI'/ RO} notation | wi. ZOV “
] - i i

= [1] Coord. vitoesse tangentielle de Oi (dans RO):

0. _d°0;
T
= [2] Coord. Vitesse angulaire de Ri/R0 (dans RO):
O 20 | y0
) dORi i , wl (()Dl
Sfw =3 "Ro= Tw, 0
_yO(Dl wai O




Jacobienne de I'articulation i,

au point Oi

= Pour I articulation i : O, ORi =fct(q, ... d )

0 ' 0
ov.:ﬂ: ~ 00, d‘]k:o] (q). §
— dt D 0q, dt 2 -
3X1 T; \ ) 3Xi X1 0v 0
3%x1 =
i da 0, — JOi,Ri<q)° q
Owi:ZJk'_k:()Jwi< ). q | 7
—— k=1 dt —_—
3x1 — 3xi X1
3X1
A 4
L 9°R d L 0'R d
S 000) = Z i il 'R = - il
— =1 00y dt DS 0q " dt
doR . S — . = -~ —
dtl 'R,,3%3 | 3x3 1X1,prod extcommutatlfI °J.(q)3x3




Calcul direct (depuis °T))

’ 1 ] aOPi aORi i aOOi
J . p:|ligne i=1,2,3; colonne k|= = A+
| qx 5qk 8qk
a°
0 . . w.
J pi riligne i=4,5,6; colonne k|=—
| 04

i

0w, 05 o)) 'ligne 3 ,colonne 2|

YT ligne 1, colonne 3
_ f]’L . ?" _|ligne 2, colonne 1
3x1 3%3 ' '

i

aS(Owi) _ aORi i

. = . R
¥an 0 q ’

—

3X3




deplacement virtuel d'une

articulation en un point (6 X 1

= 0q : déplacement virtuel infinitésimal des q,

= Point Pi lié a 'articulation i

P2 P2
+ (q) + /T (q)

P2(g+0q)

realite
dg=q.dt
5O0,P.=v,.dt
O U; =W /gy - dt

ql =
gl +891

S S S S

virtualité




deplacement virtuel

Soit 9oq:

deplacement virtuel infinitesimal des q,

Le déplacement correspondant de l'articulation i ,en un point
Pi (lie a l'articulation i), est caracterise par un vecteur a 6

coordonnees : |
d position du point Pi 3X1
—
0
Pi,Ri 0
—_— 6 ui
6X1 \ ,
vct. rotation de l'articulation i 31
0
| 0 Pi<q:6 q) 3x1: variation de position du point Pi :
0 : :
0 u;(q,8q)l,,, : vecteur de rotation traduisant le

changement d'orientation du repere Ri



deplacement virtuel

en fonction de la

acobienne

= Le deplacement virtuel de l'articulation i ,en un point Pi peut
s'ecrire directement

= en fonction de la jacobienne de l'articulation i, au point Pi

= Et du déplacement virtuel des degrés de liberte (g1 a qi)

06 .
Pi,Ri

—_—
6x1

. °6P.(q,8q)
* |"8u,(q,8q)

d position du point Pi 3X1
—

iy
Su,

—_—
vct. rotation de l'articulation i 3X 1

:OJPi(q)'ﬁq

3% 1 - variation de position du point Pi :

. vecteur de rotation traduisant le
changement d'orientation du repere Ri

3X1




Calcul de la jacobienne

DENAVIT-HARTENBERG

° Lorsque seule laliaisonk - | orsque seule la liaison
<=I, prismatique, varie : k<=i, rotoide, varie
(q, =d, suivant Z . ) (6, autour de Zy 1 )
‘w,;="2,_,.0
0 0 7 G — 1
v.=12, ,.d, ek
0 0., _0 O~ O '
W, =05, vi="2,_, X[ 0;—0,_,].0,
[®emx0,50,
Jk: L1 J <q> Jcl’JCZ’ ch Jk: Zk—lx(oi_ok—l)
Cc C
.O3><1. 1- valable dans repere 0 ou autre , Zk— 1
2-en Oi, on note J,, au lieu de J, . rotoide :q.=6
Prismatique :q,=d_ S




Exemple: jacobienne d'un robot

I, 1+1 Rot Trans Trans rot

Zi Xi+1 Zi Xir1
0,1 _ 0
1.2 _ ane
0. o, =-90
2,3
d3*
N
0 0 0 0 0 0 0
3 03,R3\q )= 0 ’ . )
ZO Zl 3X1
~ - = o= - -
rotoide 0, z, rotoide 0,, z, prismatique d;, z,

Rq : On pourrait remplacer O, par nimporte quel point P3 , lié au repere 3...



Application, calcul recursif des

vitesses
i N i—1 i :
W Rirro = Ri—l'[ wRi—l/RO]_I_ o ool — o, |
—— —
col 3de 'T, , 0 si rotoide

1si prismatique

i—1
| i1 i—1 10 o O;
Voirro= Voi—1/roT|  Wgi—1/r0| X i T - q;
—— 0q;
col4de "'T,
i—1 [
o O, .

iV':iRi—r {i—lvi_l_l_i—lwi_lxi—lai]_l_

aq ’qil

1




Singularites d'un robot

verte de direction de deplacement
7 (q)= OZOX(ZO:S—OOO),0Z1><((;03—001), (:zz
Z0 Z1 3x1

—

rotoide 0, z,

N

BLA-BLA-BLA,
Manque de systematique

rotoide 0,,z,

— —
prismatique d,, z,

= 3 colonnes : 3 directions maximum

colonnes colinéaires => pe
direction orthogonale

= Nb dir. = taille plus grand mineur = 0




analyse: interprétation

graphique des es
= Robot: V[ ,x1=Jf ixn-Vdux: , JFderang r

Maxima (calcul formel)

espace d'arrivée { vf } espace de départ { vq }
a m coordonnées a n coordonnées JfT:transpose(Jf)$
Im(3), Ker(Jf) .
or coordonnées ot coordornées Ke Jf:nullspace(Jf) $

Im_Jf:columnspace(Jf)$
ImO_Jf:nullspace(JfT)$
KeO Jf:columnspace(JfT)$

n-r

o
; Im(Jf) > Ker +(Jf)
vf  rcoordonnees vg, 1 coordonnées

vfr =Jf. [vqr +vq, ]=Jf. va,

application linéaire Jf

= [n-r] composantes de vq sans effet sur vf : Ker Jf

= [m-r] composantes de vf impossibles & modifier : Imt Jf

= Jf est une bijection de : kert Jf vers Im Jf ( de dimension r)




Singularites d'un robot

se formelle 1/2

/* bout de programme maxima */
J:submatrix(4,5,6,JO3R3)$

print(" rang de J =7, rank(J))$
ImJ:columnspace(J3P)$
Jred:matrix(part(ImdJ,1),part(ImJ,2),part(Imd,3));
detJred:determinant(Jred)$

print(" singularités lorsque :”, detJred,"=0")$

Proviso :...conditions logiques

singularités lorsque : d3 sin(t2) =0




Singularites d'un robot

analyse formelle 2/2

/* d3 sin(t2) =0 : d3=0, ou t2 =0 , ou t2= %pi*/
JSing1 : subst([d3=0],J)$

' JSing2 : subst([t2=0],J)$

\ JSing3 : subst([t2=%pi],J)$

0 0 —cls2 0 —cl.d3 0
7 =0 0 -si.s2/ j -0 —d3sl O
d3=0" O O —C2 t2=0 O 0 1
qlze1 q2ze2 q?:FdJ3 qlz@l q;@z q;:ésl




Pour aller plus loin : décomposition

en valeurs singulieres de Jf 1/3

= Robot: Jis=vu__..s v Jfderangr U =| U, , U,
— —— )
U'U=Id |r colonnes m—r colonnes
robot ) 0
s =S O aus, =i .
e 0 O
UL V=S, VEvg| 0. VL vq] 0 o
U,];,_er:() sans aCtion V — Vr , Vn_r g,>>0,>0
insensible VT:;;Id r C(;(:;mes n—r colonnes

= Action du robot limitee au r premieres composantes:pour i<=r

. T
= La composante de vq suivantvi: V; . V(

Est amplifiée de oi Vi<r:vf,= o, .vq,
T - . R
Et fournit la composante de vf suivant ui : U; -Vf u;.vf  gainréel >0 v;.vq
= pour i>r

= Les composantes de vq suivant vi n'a aucune influence sur la sortie

= Les composantes de vf suivant ui ne sont pas influencees




decomposition en valeurs

espace d'arrivee { vf }
a m coordonnees
Im(J1),

m-r coordonnées

Im(Jf)

r coordonnées

espace de départ { vq }
a n coordonnées

Ker(Jf)
n-r coordonnées

n-r

Ker

VC]r

=Jf. [vg +

an-r] =Jf. vq,
application linéaire Jf

|

U, |- vfn=Vf,

proj surIm(Jf)

UT

m-—r
4

[Um_r Vv =vf

——

proj surIm™ (Jf)

-

+(Jf)

r coordonnées

ulieres de Jf 2/3

Robot:
action de vq_ sur vfr
pour i=1..r:

coord. de vf suivant ui

coord. de vq suivant vi
multipliée par ci

——

proj sur Ker( )

[ Vr.VrT .vq=vq,
;roj sur}erL(JfT
Vn re VZ; Vq=vq,_,




Decomposition en valeurs

sinqulieres 3 /3

= La svd permet
= de relativiser la notion de rang
= de predire la répéetabilitée du robot

= d'inverser 'au mieux' Jf
= => Qutil indispensable de l'ingénieur(pas seulement en

robotique...)
Svd de [ Jpos_effecteur . diag {1/vgi max} Vitesse vq optimale pour vf donnée
(pseudo- inverse J* de J)
2.7 0 0 0 O ' '
S.s=|0 11 0 0 0 1 9 0
0 0 005 0 O 2.7 o
1 T
0 — 0 u;
suivant u1, vitesse max = 2.7 m/s Vo=[VyVy Vs, vy, Vsl = e us | vf
- T
suivant u3, vitesse max =0,05 m/s 0>2%5 |Us )
(ellipsoide de manipulabilité) 8 0 8
| I




Travail virtuel,

modele de force statique [1

Soit 0q : déplacement virtuel infinitésimal des q,

06Pi,Ri<q):0JPi,Ri(qJ)°§g le déplacement virtuel

| - 7 | -

61 6Xi ix1

correspondant de l'articulation i, au point Pi

Si on applique 3 forces (au point Pi), et 3 moments sur
I'articulation i, le travail virtuel correspondant s'ecrit :
T T
[1]6""131',121: OF] °06Pi,Ri<q):[OF] 'OJPi,Ri(q)°6q

— —
3 forces , 3 moments

Si on applique des (forces , couples) sur les articulations
(prismatiques, rotoides), le travail correspondant s'ecrit
[2]8w, = T .8q

—
forces et couples articulaires




modele de force statique

= Principe des travaux virtuels : a I'equilibre, les deux
travaux virtuels sont égaux

BF]T°OJP1',R1'<Q)-5E—TT6 q=0

———

ow
6WPi,Ri q

= D'ou on deduit le modele de forces statique de
I'articulation 1, au point Pi

T
10 0
1 —[ JPi,Ri(q)] : F
- —
couples et variables articulaires forces et moments appliqués

au point Pi, lié a Ri

= Notation plus adaptée (forces generalisees: couple/force)
T
Fq:[OJPi,Ri(q)] -OFpi,R,-




Forces statiques

exem

le de calcul

= On applique au point P1 lié¢ a R1 une force

F1. forces généralisées exerces sur les

actionneurs ? réponse :

T
Fq:[OJpl,R1<q)] ‘OFpl,R1:

_plyO‘Fx0+p1x0‘Fy0

0
0
| |
OZOX(Opl_OOO) | I
_Plyo 0 0 Fpl,,
pl., 0 0 kpl,,
0 0 0| °F 1R1<Q)_ Eply
P Mrl =0
0 0 O X0
0 0 0 MrlyOZO
1 0 O Mrl1 ,=0
oZ0
| |




Forces statiques

exemple d'analyse

= On applique au point P1 lié¢ a R1 une force
F1, la force généralisée Fq est alors :

_plyO'FXO_I_ple'FyO
F = 0
0

= g2 et g3 ne sont pas influenceés par F1(a I'équilibre )

= Les composantes de F1 incompatibles avec le ( orthogonales au )
mouvement sont structurellement compensees

= Seules les composantes de F1 compatibles avec le mouvement ont
de l'influence sur le couple articulaire ( exemple : F_ si Pyo # 0)

= Le robot ne peut exercer de forces déeterminées que dans les
directions compatibles avec son mouvement




Environnement — articulations

a l'equilibre

= SIi, au(x) point(s) Pi du robot, lie(s) a l'articulation i, on

applique FPi Ri alors la force généralisee correspondante
appliquee sur les articulations est :

F Z{ Pl Rl ] : FPi,Ri

= Seule la partie des efforts F_. .. compatible avec le
mouvement produit du couple articulaire

= Compensation des efforts: on pourra compenser le
mouvement qui en resultera , en appliquant les forces
articulaires opposees :

Fq:_Z [OJPi,Ri<q)]T°OFPi,Ri




Force statique et modele

- Vitesses influencées parvq: U.U".%v, .

= Forces influengant Fq . U, U,."Fp

= Ellipsoide de manipulabilité en vitesse {ui , ci }

= Ellipsoide de manipulabilité en effort {ui, 1/ ci }



Modele cinématique inverse

cas simple

= Déterminer les vitesses articulaires a partir
des vitesses operationnelles

= Releve de l'agebre linéaire : inversion generalisée

de matrice
0
1%
pf — 0 :
(.D — — _ =
'%r_f; jacobien opérationnel Jf(q),6><f V[ X1

vitesse opérationnelle V,,6X1

= Cas simple : robot a 6 degrés de liberte , bien
congu ( Jf de rang 6 sauf sur les points singuliers)

_ _ 1
vf—Jf.vqc)vq—Jf Vi



Modele cinématique inverse
svd et pseudo-inverse

T o 0
J o =0, UL S O Y \ -
Pi,Ri ro m—r|°* O . VT , ou SrXr: :
mXn . T 0 o,
01>---;(rr>0
1
. P 0
+ T 1
\ +
OJ+- =V .V Sr><r : Ur , Ou SrXr: :
Pi,Ri r>’ n—rj|° . T .
nxm . M
O_r

0-1>...>O-r>0

0 0 . _0 g+ 0
H Vpi,ri ™ JPi,Ri<q)°VqH minimale lorsque v ="Jp; x;(q). Vp; &




= Determiner de 2 facons la jacobienne de
l'origine de l'effecteur d'un robot scara

= Directement avec la matrice OTf
= En employant denavit Hartenberg

= Determiner les conditions de singularité en
position correspondantes (det(Jpos) =0 )

« Etudier les directions dans lesquelles on peut
déplacer l'effecteur, aux points singuliers.



= On analyse le scara suivant :

= [d1=0.5m,d2=1m vitesses max actionneurs angulaires =
180°/s, verin =1m/s]

= Saisir sous scilab une fonction renvoyant la
jacobienne , a l'origine de l'effecteur

= Employer grind() ,+copier-coller pour eviter les erreurs
= Soit le point 61=02=45°, d3=0.1m
= On veut une vitesse de 1m/s suivant y0, déeterminer les
vitesses articulaires, puis operationnelles.

= On veut imposer une force de 10N, suivant x0,
determiner les couples articulaires, puis opérationnels.



Exercice 3

Calcul recursif des vitesses

= Déterminer réecursivement l'expression des

Vitesses angulaires et de rotation des
différentes articulations d'un robot scara,
exprimees dans leur propre repere

(tres utile pour I'énergie cinétique )
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