Modele geometrique

= Modele geometrique direct
= Deéfinition
= Parameétrisation de Denavit hartenberg
= exercices
= Modele(s) geometrique(s) inverse(s) MG
= Equations de Paul
= Méthode de Paul
= Remarques
= exercices



Modele geometrique direct

= Deéfinition :
= Connaitre le modele geometrique direct(MGD) d'un
robot correspond a pouvoir exprimer :

= a partir des coordonnees d'un point/vecteur
exprimées dans le repére effecteur du robot

= Les coordonnées du méme point /vecteur,
exprimees dans le repere de travail (0 = world
frame) du robot

= En fonction des coordonnées articulaires
= Le MGD se rameéne donc a la matrice de
transformation homogene °T. :




Resultat MGD robot scara
= Complexité variable, calculs redondants...

= [1] réduction trigo

= [2] expansion trigo
= Notations

" cl, si :cos(0i),sin(6i)

" cijk:cos(0i+0j+0k)
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Denavit Hartenberg

= Trop de choix possibles :
= Axes des reperes (X,y,27)
= QOrigines des reperes ( ou les placer)
= Necessité d'un langage commun (normalisation )

= Parameétrisation de Denavit-Hartenberg

= Regles imposées de choix des axes et origines
= Unicité des transformations homogenes
= Un et un seul repere lie a chaque articulation

i _
0 Ti+1 = rotz,ei+1 . Trans 2i+1.0.di+1 'ROtX,oci+1




DENAVIT-HARTENBERG
applique sur robot ABB

= REGLE 1

= Axe Z, = axe d'action de l'articulation i+17

= Prismatique : axe de translation :distance d._.

* Rotoide axe de rotation : angle 6.,

* Repere fixe R choisi arbitrairement (sauf zj )...



DENAVIT-HARTENBERG
igue sur robot ABB

= REGLE 2 Yo

= Lorsque z intersecte z__, ( cas facile )

= X.,, orthogonal au plan genere parz. , z .

= O, alintersection des axes z., z_.



DENAVIT-HARTENBERG
igue sur robot ABB

REGLE 3

= Lorsque z,, est parallele a z

1
" X.,, orthogonalaz_ et z =>
= |nfinite de solutions, levée avec choix arbitraire ci-apres

" X.,, passe par l'origine Oi, ce qui fixe Oi+1



DENAVIT-HARTENBERG

Reqgle 4

2

X, Z
3
0, 2
X3
O;

- REGLE 4 ( CAS RARE )

= Lorsque Z., 4 » Z sont non-coplanaires

+1°
" X.,, orthogonalaz,  eta z
" X, Intersectez._ et z

= Oi+1 = intersection entre X1 et Z., .



DENAVIT-HARTENBERG
' ue sur robot ABB

3

6 he 5 and o3
St
+ LES FINITIONS i
SN\

= Axesy. =z "X
| | | A

(right hand rule : majeur droit= pouce droit * index droit )

= Variables :

= Angles de rotation autourde z.: 6.

= Translations le long de Z: a,.




DENAVIT-HARTENBERG
' ue sur robot ABB

= INTERET :Si on applique ces regles précedentes,

= || existe un et seul quadruplet (6. 417 +1,di+1,oci+1)te que

'iTi+1=Rot ... lrans _. . . .Rot

Z,0i+1 ai+1,0,di+1 X, o+ 1

= Seuls (6. peuvent étre variables

+1 ’ +1)



Tableau de denavit-hartenberg

e A e4 y3

e )
7
e5

M,
N Z, Y 1
7 Z2 y2 q‘ 0

i
4 ) &

'Te="T,.'T,."T,. 'T,."T,.’T,

'T,: BRAS °T,: PINCE ROTULE

10 TS 51 0,dis1 RO s

I, 1+1 Rot Trans | Trans rot

4 Xir1 Zi Xir1
0L e, d, ,=90°
1,2 92* a,
2,3 0. 0L,=-90°
3,4 0,, d, «,=90°
4,5 0., 0,=-90°
5,6 66* d6

* . parametre variable



MGD Bras Robot (3 dl)

i N
T. = rotz,ei - Trans Rot

X, A/ i+1 ai+1,0,di+1 ° X, o+ 1
() a i,i+1 | Rot | Trans Trans  rot
2 Z1 : 4 Xir1 Zi Xir1
u 01 g d,  «,=90°
1 N 1* 1 1
X\
0 N\ 1,2
0, a,
yn 2,3 93* (X3='9O°

* . parametre v
0T =0 1 2
T,=T .'T,.“T,

= INTERET : suffisant pour fixer la position de L'origine de la
pince (facile a inverser )



MGD Pince de type Rotule(3 dl)

1 ‘W 3 : Tiaq = 10t gipq - Tans ai+1,0,di+1 ROl it 1
Ze"% W/ i i+1 Rot | Trans Trans  rot
Z, Z, Xir1 Zi Xiv1
3,4 0,, d, ,=90°
45 o, 0 =-90°
>.0 O dg

* . parametre v
3T, =3T, 4T, . °T,
= INTERET : permet de fixer 'orientation de la pince
(facile a inverser, ne dépend pas du robot )



Calcul formel : MGD Bras Robot

inverifiable

dh(theta,a,d,alpha) := rotz(theta) . trans(a,0,d) . rotx( alpha ) $

1 subst:[cos(tl)=cl,sin(tl)=s1,cos(t2)=c2,sin(t2)=s2,cos(t3)=c3,sin(t3)=s3]%

\'4

101 & dh(tl ,® ,dl, -%p1/2 )3 i, i+1 Rot Trans |Trans rot
T12 : dh(t2 ,a2,0 , © )$ z X, | Z X
T23 : dh(t3 ,0 ,0 , -%pi/2 )$
TO3 : trigsimp( TO1.T12.T23 ); 0,1 0,. d, -90°
TO3 aff:subst(l subst,TO3); 1,2 0 a

o 2
print("TO3"),;print(TO03 aff); 2.3 93* 90°

A
Yo

TO3
[ c1 c2 ¢c3 - ¢l s2 s3 sl - ¢l c2 s3 - cl c3 s2 a2 cl c2 ]
[ c2 ¢c3 s1 - s1 s2s3 - ¢l - c2 sl s3 - c3 sl s2 a2 c2 sl ]
[ - c2 s3 - ¢c3 s2 0 s2 s3 - ¢c2 c3 dl - a2 s2 ]
[ 0 0 0 1 ]



Calcul formel : MGD Bras Robot

verification indispensable

| _verif 1:[t1=0, t2=0, t3 = -%pi/2] $

print(" TO1");print(trigsimp(subst(l_verif _1,T01)));
print(" TO2");print(trigsimp(subst(l_verif _1,T01.T12)));
print(" TO3");print(trigsimp(subst(l_verif_1,T03)))

TO1 T2 TO3

[1 © 0 0 ] [1 06 0 a2] [6 0 1 a2]
[ ] [ ] [ ]
[6 06 1 0 ] [0 06 1 0 ] {0 100}
[ ] [ ]

[0 -1 0 dl ] [0 -1 0 d1] El 0 0d1}
[ ] [ ]

[0 06 0 1 ] [0 06 0 1 ] [6 0 0 1 ]



Exercice : MGD robot scara

= Compléter tableau Denavit-Hartenberg scara
= Regle 1. zi = axe de [ articulation i+1

= Regle 3: zi et zi+1 colinéaires => xi+1 passe par Oi

= Finitions: yi=zi*xi

g

i
Tinq T 1O, i - TTANS iy 0 gieq ROL i

I, i+1 Rot Trans Trans rot

Zi Xi+1 Zi Xi+1

0,1
1,2

2,3

* . paramétre variable



Exercice : MGD manipulateur

spherique
= Compléter tableau Denavit-Hartenberg

= Regle 1: zi = axe de I' articulation i+1

= Regle 2: (zi et zi+1 non colineaires ) :
Oi+1 = intersection de zi et zi+1

= Finitions: yi=zi*xi

T, = Ot giaq - TFANS () giyq -ROL o
I, i+1 Rot Trans Trans rot
4 Xi1 | 4 Xir1
0,1
1,2
2,3

* . paramétre variable



Exercice : MGD manipulateur

cartesien

= Compléter tableau Denavit-Hartenberg

= Regle 1: zi = axe de I' articulation i+1

= Regle 2: (zi et zi+1 non colineaires ) :
= Iintersection de zi et zi+1

Oi+1

= Finitions: yi=zi*xi

-

i
Tinq T 1O, i - TTANS iy 0 gieq ROL i

I, i+1 Rot Trans Trans rot
N\

Zi Xi+1 Zi Xi+1

0,1
1,2

2,3

* . paramétre variable



Exercice : MGD RPR

= Compléter tableau Denavit-Hartenberg

= Regle 1: zi = axe de I' articulation i+1

= Regle 2: (zi et zi+1 non colineaires ) :
Oi+1 = intersection de zi et zi+1

= Finitions: yi=zi*xi

1,2
X
0 \\\@ 2’3

* . paramétre variable

i
Tinq T 1O, i - TTANS iy 0 gieq ROL i

I, i+1 Rot Trans Trans rot

Zi Xi+1 Zi Xi+1




Exercice : MGD RPP

= Compléter tableau Denavit-Hartenberg

= Regle 1: zi = axe de I' articulation i+1

= Regle 2: (zi et zi+1 non colineaires ) :
Oi+1 = intersection de zi et zi+1

= Finitions: yi=zi*xi |
Tieq S 1Ol gipq - TFANS g 0.divt -ROL Givg

I, i+1 Rot Trans Trans rot

Zi Xi+1 Zi Xi+1

0,1
1,2

2,3

* . paramétre variable



Modele Geometrique Inverse

= Le MGD permet

= de determiner l'orientation et la position de
I'effecteur du robot, en fonction des variables

articulaires 6., , di* (* <=> variables...)
= LE MGI permet

= de déterminer les variables articulaires Oi* , di* en

fonction de l'orientation et la position de l'effecteur
du robot, (ou tout autre contrainte geometrique)



Modele Geometrique Inverse

= Remarques

= Le MGI n'a rien a voir avec l'inversion de la matrice OTf

= || s'agit plutot d'imposer certaines composantes de on ,
gui sont des fonctions non-lineaires des 0., , di*

= Ce probleme n'a pas de solution analytique généerale
( équations non-linéaires ).
= Nombre de solutions (3 cas)
= Aucune (configuration impossible)
= Un nombre fini (cas le plus frequent)
= Une infinité (redondance => liberté a exploiter)



Exemple : MGI Scara

= Scara doit prendre la plaque rouge ( par le haut,
en pincant le c6té mince de la plaque)

= Contraintes sur la matrice OT

f
= PB1 : Coordonnées de l'effecte @
(centre de la pince) 7 Z,

désirée

U,="T,

=
O > > X
O > > >
N



Exemple : MGI Scara

= Scara doit prendre la plaque rouge ( par le haut,
en pincant le c6té mince de la plaque)

= Repere 6 lie a la pince,
= axe x6 parallele aux mords g
= axe z6 dirige dans l'axe de la pince

= PB2 : Orientation de la pince I

----------------------------------------------------

U,="T,

désirée — O

I
X X X



Exemple : MGI Scara(+ rotule)

= Scara doit prendre la plaque rouge ( par le haut,
en pincant le c6té mince de la plaque)

: PB1 = Position de la pince
= + PB2 = Orientation de la pince g ]
XZ

---------------------------------------------------------------------

U,="T,

désirée: O

O L L L LT T T T =llllllllllllllll=




Calcul direct, trop complexe

= Equations a résoudre :

= Pour obtenir la posture desirée du robot, il suffit
d'écrire I'egalité entre

= [1] OTf (9.), exprimee en fonction des coordonnees

articulaires (q,= 6,7, d. ™)

= [2] La posture désirée : UO:{OTf .

= Et d'en deduire les coordonnees (6, d. ™)

= Ces equations sont souvent trop compliquees
pour étre résolues directement !..



Exemple : MGI Scara

- Equation & résoudre I,(q)=U,

a gauche de I'equation a droite de l'equation
0 =1 0 x,

X, ’; OOI
f y]f f f UO:il 0 0 vy
0 0 0 1 00 -1 z
' | 0 0 0 1

| s1s2s4s6—clc2s4s6+clcds2s6+c2c4s1s6+clc5cbs2s4+c2c5c6s1s4—c4c5c6s1s2+clc2c4chch [
Xi=|—cls2s4s6—c2s1s4s6+cdsls2s6—clc2c4ds6+c5c6s1s2s4—clc2cdc6s4+clcdcd5cbs2+c2cdc5ebs]
c6 s5

'—cl c552s4s6—c2c5s1s4s6+c4c5s1s2s6—clc2c4c5s6+c6s1s2s4—clc2c6s4+cl c40652-|—c2040651.
Yi=|—c5s1s2s4s6+clc2c5s4s6—clcdc5s2s6—c2c4c58156—clcbs2s4—c2c6s]s4d+c4c6sls2—clc2cdch
—s5s6

0

OTf(qi>:

cls2s4s5+c2s1s4s5—c4ds1s2s5+c1c2c4s5 . c1d6s2s4s5+c2d6s1s4s5—c4d6s1s2s5+clc2c4d6ss5—a2sls2+a2clc2+alcl
Ozf: s1s2s4s5—clc2sds5+clcds?s5+c2cds]s5| Or=|d6sls2s4s5—clc2d6s4s5+clcdd6s2s5+c2c4d6sls5+a2cls2+a2c2sl+alsl
5 —c5d6+d3+dl



Cas d'un poignet Rotule

equations de position [1

I, i+1 Rot Trans Trans rot

4 Xe1 | 4 Xir1
R O ox de, 0 ,=90°
Falt | e 0y 4=-90°
fLf g, d

= [1] : les coordonnées de l'origine du repere f-1,

= exprimees dans le repere 0, sont independantes de q. , , q. , , q;

0
0

-2

0 0 f—3 0

O =T 0p= Ty - |
S
fCt(ql,":qf—3>

—

—

' [
—_

f=3
0,



Cas d'un poignet Rotule

equations de position

I, i+1 Rot Trans Trans rot
Zi Xi1 | 4 Xir1
F3ke e, dip | %p790°
[ T By =ttt
Ff g, d,

= [2] : les coordonnées désirées de l'origine du repere f-1,
exprimees dans le repere 0, peuvent étre calculees depms la

posture désirée ,
0 _|0 P 0

{ Of_l desiree Tf desiree * Of—l_ UO . —d

— f

connue 1




Cas d'un poignet Rotule

equations de position
= L'équation [3] : [1] =[2] , entre

= [1] les coordonnées OOf_1 calculées depuis le MGD

= [2] les coordonnées [ °O calculées depuis U
f- 0

1 ]désirées’
= Permet de faire apparaitre les équations de position de la pince

= |Indépendantes des variables articulaires de la pince

0 0
0 . 0 0 | | o . 0
Of_l_ Tf_3 df—l - [ Of—l desiree HL _df
fet(qy s qr-s) | 1 el
f_?,__z %F
| 0y | o
— — —12]




Robot Scara (f=6),

equations de position

= [1]: orig. rep. 5 depuis coord. articulaires = 4¢™ colonne de °T,

—a2sls2+a2clc2+alcl. L
'0,=| a2cls2+a2c2s1+alsl [=fct(0,,0,,d,)
d3+dl

= [2] : Orig. du repéere 5 depuis la posture desirée (connue)

. | °0,
0 =1 0 x| |—— 1| %
OOSdesiree — =il 0 0 yf . 8 — yf
_df
4—0—0—1 | 1
— - : 11—
U() | [



Cas (frequent) d'un poignet rotule

equations d'orientation
* les -3 degres de liberte q.,...., q. , sont connus

= Phase 2 :

= on résout les equations d'orientation

= Exprimées dans le repere f-3 (juste avant la pince )

IR désirs |
"""""""""""" I
r12 r 13 X
d d
r22 r 23 X
d d
------------------- o )
0 0 1




Exercice (cao maxima)

resolution equs. d'orientation

On pose f=6 ( sans importance )

i, i+1 Rot Trans | Trans rot
’ g 3 Zi Xi+1 Zi Xi+1
= Determiner T6 =fct(q 4,q5,q6) F3f2 o 4, a0
= En déduire °R; =fct(q,,q,,9,) f2fl o, o, ,=-90°
f-1.f ef* df
Ly d
= En deéduire (q4,q5,q6)=fc:t(rij )
-3 f-3 .
Re L Ryaesre
Fyp Ty Tl X M2 Ths 1 X
: d d :
_ Iy T i X
f-3 T Ty Tyt X 173 2 15
Tf<qf—2’qf—1’qf)_ _ L. U, d . d
o o o e Ta Tai X T Fdh. 2. 5%
0 0 0 1 0 0 1




Methode de PAUL

()If(ql,qf) = U, Repére 0

—

COMPLIQUE :f(q,,...,q;) SIMPLE

= But : équations plus simples a gauche

= les exprimer dans un autre repere que 0
= elles seront plus compliquees a droite

= |les q n'apparaitront que d'un coété a la fois:
T;(q,,q,)='T,-Uy=U,(q)) Repére 1
Tf(qS,qf): T,.U,=U.,(q,,q,) Repére 2
T/(q1.1,q)=T,.U;=U,(q,,q) ~ Reperel



Equations de PAUL

Equations élémentaires pour la méthode de Paul

Equation (s) inconnue(s)

Type 1
Type 2
Type 3

j[l ]X,.sin(A)+Y,.cos(A)=.
Type 4

[[1 ]X,.R,.sin(A)="
Type 5

1] X,.sin(A)=Y,+Z,.
Type 6

j[l] W .sin(A,)=X.cos(A,)+Y .sin(A )+Z
Type 7
modifié [Wz .sin(A,)+W1.cos(A,)=X.cos(A)+Y .sin(A )+
Type 8
modifié JX .COS(A,)+Y.cos(A,)=2

Résolution des équations : en annexe + exos



Méthode de Paul sur SCARA

nosition<=> origine reg

- Equs. Repeére 0 :[ 4°™ colonne de T, ] =[ O, désirée ]

I—025152+a2c1c2+alcll X
'0;=| a2c1s2+a2c2s1+alsl |=| y;

- Equs. Repére 1 :[ 4¢™ colonne de 'T, ]=[ 'O, désirée = 'T . O, ]

= a gauche : 1T5 ne déepend plus de c1,s1

= adroite 1T0 ne déepend que de c1,s1

= Les equations lignes 1 et 2 seront lineaires en s1,c1,s2,c2



Méthode de Paul sur SCARA

nosition<=> origine reg

Equs. Repére 1 :[ 4°™ colonne de 'T_ |=[ 'T, . O, désirée]

a2c2| |slyf+clxf—al
'0,=a2s2|=| cl yf—slxf

- d3 | | zf+d6—dl
= Les lignes 2 et 1 forment une equ. de Paul de Type 6

[on aura donc aucune ou 2 solutions en (61, 62 ) ]

|Ligne2| [a2].s2=|yf].c14+|—xf].s1+|0]
| Lignel| [a2].c2=[yf].s1—[—xf].c1+|—al]

[1] W.sin(A,)=X.cos(A,)+Y.sin(A.)+Z1

2] W.cos(A,)=X.sin(A,)—Y.cos(A )+22
VARIABLES:  0,=A,,0,=A

CONSTANTES : W=a2,X=yf,Y=—xf,21=0,72=—al

TYPEG :




Exercice 1

MGI scara
= Soit U, la posture desiree du robot scara (+rotule)

= Reésumer sur une feuille de papier la suite des calculs a
effectuer pour que le robot scara atteigne cette posture
(employer maxima pour calcul formel)

= Saisir les instructions correspondantes avec le logiciel
scilab (ou matlab, ou octave, ou autre )

= Vérifier le bon fonctionnement lorsque d1=a1=a2=1m,
pour des postures du type :

0 +1 0 x,= avous de choisir quelques valeurs

+1 0 0 y,=avous de choisir quelques valeurs

0 0 -1 z=avousde choisir quelques valeurs

0 0 0 1

U,=




Exercice 2

orendre les postures
= On veut que l'effecteur (pince rotule) d'un robot

= ait son axe z, a 45°, dans le plan x0,y0

ait son axe x; (les mords) vertical, dirige vers le haut

ait une origine de corodonnées algebriques

-1 m, suivant I'axe X,

2 m, suivant 'axe y,

3 m suivant l'axe Z,

= Ecrire la posture U, correspondante



Exermce 3 : MGI manipulateur

nosition effecteur

= Ecrire le MGI d'un manipulateur spherique 3 axes,
permettant de fixer la position de l'effecteur (ne pas
écrire les equations d'orientation)

= Determiner le type, les variables et les parametres des
équations a resoudre (equations de Paul<=> MGI)

= Changer eventuellement de repere lorsque les
equations sont trop compliquees

Rot

Z
[

Trans

Z.
|

Trans

Xir1

0.1 91* dl a1:+90°

I, 1+1

X.

rot
+1

L2 e, o, =-90°
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