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αβ
Élagage efficace de l’arbre

Élagage admissible

On veut trouver la même valeur d’évaluation finale du noeud racine
sans développer tout l’arbre. Il faut donc élaguer des parties de l’arbre
de recherche qui sont sans conséquence sur l’évaluation d’un noeud.

Intuitivement

Soit un noeud n dans l’arbre de recherche, tel que Joueur peut joueur
en n.
S’il existe pour Joueur un choixmmeilleur que n (soit à partir du
noeud parent de n, soit plus haut dans l’arbre), n ne sera jamais
effectivement joué.
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αβ
Elagage efficace de l’arbre II

Deux types de coupes : α et β

 α : le meilleur choix à un instant donné pour Max sur le chemin
développé. La valeur α est croissante

 β : le meilleur choix à un instant donné pour Min sur le chemin
développé. La valeur β est décroissante

Les coupes auront lieu dès que α est supérieur à β
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Algorithme αβ
La première fonction :MaxValue

1 : FonctionMaxV alue(etat, α, β)) ▷ Évaluation niveau AMI
2 : etat : Plateau de jeu courant
3 : α :Meilleur évaluation courante pour AMI
4 : β :Meilleur évaluation courante pour ENNEMI

5 : Si EstFeuille(etat) Alors
6 : Retourner evalue(etat) ▷ Évaluation heuristique
7 : Fin Si
8 : Pour Tout successeur s de etat Faire
9 : α←max(α,MinV alue(s, α, β))
10 : Si α ≥ β Alors ▷ Coupe β
11 : Retourner β
12 : Fin Si
13 : Fin Pour
14 : Retourner α
15 : Fin Fonction
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Algorithme αβ
La suite :MinValue

À bien noter

 Pour évaluer un plateau, on appelleMaxValue avec :
plateau à évaluer, α = −∞ et β = +∞

 Les variables α et β sont bien locales
 Elles sont changées par l’intermédiaire des valeurs de retour

1 : FonctionMinV alue(etat, α, β)) ▷ Évaluation niveau ENNEMI
2 : etat : Plateau de jeu courant
3 : α :Meilleur évaluation courante pour AMI
4 : β :Meilleur évaluation courante pour ENNEMI

5 : SiEstFeuille(etat) Alors
6 : Retourner evalue(etat) ▷ Évaluation heuristique
7 : Fin Si
8 : Pour Tout successeur s de etat Faire
9 : β←min(β,MaxV alue(s, α, β))
10 : Si α ≥ β Alors ▷ Coupe α
11 : Retourner α
12 : Fin Si
13 : Fin Pour
14 : Retourner β
15 : Fin Fonction
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Algorithme αβ
Les deux fonctions ensembles

FonctionMaxV alue(etat, α, β)) ▷ Niveau AMI
SiEstFeuille(etat) Alors

Retourner evalue(etat) ▷ Évaluation heuristique
Fin Si
Pour Tout successeur s de etat Faire

α←max(α,MinV alue(s, α, β))
Si α ≥ β Alors ▷ Coupe β

Retourner β
Fin Si

Fin Pour
Retourner α

Fin Fonction

FonctionMinV alue(etat, α, β))
SiEstFeuille(etat) Alors

Retourner evalue(etat) ▷ Niveau ENNEMI
Fin Si
Pour Tout successeur s de etat Faire

β←min(β,MaxV alue(s, α, β))
Si α ≥ β Alors ▷ Coupe α

Retourner α
Fin Si

Fin Pour
Retourner β

Fin Fonction
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Exemple d’arbre de jeu

8      7      2      9      1      6      2      4       1      1      3      5      3       9      2      6     5      2      1     2      3      9      7      2      16      6    4
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Propriétés de αβ

Efficacité théorique

Si on suppose que les fils sont ordonnées idéalement (ou presque), le
coût de l’exploration est de O(bd/2) au lieu de O(bd)

 Le facteur de branchement théorique passe de b à
√
b

 La recherche peut aller deux fois plus loin dans l’arbre

Améliorations possibles

 Comment couper encore plus lors de la recherche?
 Recherche aspirante : α et β sont initialisés.
 Si la valeur finale est bien dans [α, β] la recherche reste admissible

 ... D’autres encore à venir !
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Négamax
Une réécriture simple de MiniMax

Idée

Au lieu d’alterner deux fonctions Max/Min, on se restreint à une seule
fonction en utilisant l’opposé du résultat à chaque niveau.

Attention

Cette famille d’algorithmes ne fonctionne que pour les niveaux pairs.
Il faut adapter le résultat de la fonction heuristique sinon.
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Négamax

1 : Fonction NegaMax(etat) ▷ Évaluation niveau AMI
2 : etat : Plateau de jeu courant
3 : Meilleur : Évaluation du meilleur coup (localement)

4 : Si EstFeuille(etat) Alors ▷ Fin de partie ou horizon atteint
5 : Retourner evalue(etat) ▷ Évaluation heuristique
6 : Fin Si
7 : Meilleur ← −∞
8 : Pour Tout successeur s de etat Faire
9 : val←−NegaMax(s)
10 : Si val ≥Meilleur Alors
11 : Meilleur ← val
12 : Fin Si
13 : Fin Pour
14 : RetournerMeilleur
15 : Fin Fonction
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Négamax appliqué à αβ

1 : Fonction Negαβ(etat, α, β) ▷ Évaluation niveau AMI

2 : Si EstFeuille(etat) Alors ▷ Fin de partie ou horizon atteint
3 : Retourner evalue(etat) ▷ Évaluation heuristique
4 : Fin Si
5 : Pour Tout successeur s de etat Faire
6 : val←−Negαβ(s,−β,−α)
7 : Si val > α Alors
8 : α← val
9 : Si α > β Alors
10 : Retourner α ▷ Coupe
11 : Fin Si
12 : Fin Si
13 : Fin Pour
14 : Retourner α
15 : Fin Fonction
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Exemple d’arbre de jeu avec Négaαβ
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Quelles sont les performances de αβ ?

Questions

 Combien de noeuds αβ explore-t-il ?
 Quelle est la différence de performance avec MiniMax?
 Avec le même temps donné quelle est la différence de

profondeur entre les deux méthodes?

Definition
On appelle arbre de jeu uniforme de largeur l, un arbre de jeu où tous
les noeuds non terminaux ont exactement l fils.

MiniMax explore donc exactement lp noeuds, où p est la profondeur
de recherche.
Combien de noeuds αβ explore-t-il ?

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 19/95



Étude deαβ Architectures performantes Heuristiques αβ avec Fenêtres Conclusion

Quelles sont les performances de αβ ?

Questions

 Combien de noeuds αβ explore-t-il ?
 Quelle est la différence de performance avec MiniMax?
 Avec le même temps donné quelle est la différence de

profondeur entre les deux méthodes?

Definition
On appelle arbre de jeu uniforme de largeur l, un arbre de jeu où tous
les noeuds non terminaux ont exactement l fils.

MiniMax explore donc exactement lp noeuds, où p est la profondeur
de recherche.
Combien de noeuds αβ explore-t-il ?

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 19/95



Étude deαβ Architectures performantes Heuristiques αβ avec Fenêtres Conclusion

Quelles sont les performances de αβ ?

Questions

 Combien de noeuds αβ explore-t-il ?
 Quelle est la différence de performance avec MiniMax?
 Avec le même temps donné quelle est la différence de

profondeur entre les deux méthodes?

Definition
On appelle arbre de jeu uniforme de largeur l, un arbre de jeu où tous
les noeuds non terminaux ont exactement l fils.

MiniMax explore donc exactement lp noeuds, où p est la profondeur
de recherche.
Combien de noeuds αβ explore-t-il ?

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 19/95



Étude deαβ Architectures performantes Heuristiques αβ avec Fenêtres Conclusion

Quelles sont les performances de αβ ?

Questions

 Combien de noeuds αβ explore-t-il ?
 Quelle est la différence de performance avec MiniMax?
 Avec le même temps donné quelle est la différence de

profondeur entre les deux méthodes?

Definition
On appelle arbre de jeu uniforme de largeur l, un arbre de jeu où tous
les noeuds non terminaux ont exactement l fils.

MiniMax explore donc exactement lp noeuds, où p est la profondeur
de recherche.
Combien de noeuds αβ explore-t-il ?

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 19/95



Étude deαβ Architectures performantes Heuristiques αβ avec Fenêtres Conclusion

Types de noeuds visités lors de l’exploration

Tous les noeuds élagués lors de la recherche Negαβ le sont dès que
α ≥ β. L’appel récursifNegαβ se ferait sur la fenêtre [α, β] avec α ≥ β.

Trois types de noeuds jamais élagués

À chaque niveau de l’arbre, αβ est appelé avec une certaine fenêtre
d’appel [α, β]. Trois types de noeuds ne peuvent donc jamais être
élagués.

1 la fenêtre d’appel est [−∞,+∞]

2 la fenêtre d’appel est [−∞, b] avec b ̸= +∞
3 la fenêtre d’appel est [a,+∞] avec a ̸= −∞

Note 1 : c’est en supposant que∞ n’est pas une valeur heuristique.
Note 2 : les fils d’un noeud non élagué peuvent bien entendu l’être.

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 20/95
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Types de noeuds : exemple

Type 1 Type 2 Type 3 Inconnu
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Types de noeuds visités par αβ

Visite de l’arbre critique

L’algorithme αβ utilisé avec la fenêtre [−∞,+∞] regarde au moins
l’arbre critique, c’est-à-dire l’ensemble des noeuds de types 1, 2 et 3, et
uniquement celui-ci dans le cas où l’arbre est parfaitement ordonné.

Si l’arbre n’est pas parfaitement ordonné, on visitera plus de noeuds,
jusqu’à l’arbre complet (lp noeuds).
Quelle est la borne inférieur?

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 22/95
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Comptage des différents noeuds

Types de noeuds :

 type 1 : racine et fils ainés des type 1

 type 2 : cadets de type 1 et tous les fils de type 3

 type 3 : fils aînés des type 2

 inconnus : cadets des type 2 et les fils des inconnus

Preuve par récurrence
Soit un le nombre de feuilles de type 2,
vn le nombre de feuilles de type 2 pour un arbre critique uniforme de largeur l et de profondeur n.
Suppositions :
u0 = 0, v0 = 0
∀n > 0, un = lvn−1 + l− 1, vn = un−1

Démonstration :
⇒ ∀n > 2, un = lun−2 + l− 1
⇒ ∀n > 2, un + 1 = l(un−2 + 1)

⇒ ∀n > 2, un =

{
ln/2 − 1 Si n est pair
l(n−1)/2l− 1 Si n est impair

⇒ ∀n, un = ln/2 − 1

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 23/95
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 inconnus : cadets des type 2 et les fils des inconnus

Preuve par récurrence
Soit un le nombre de feuilles de type 2,
vn le nombre de feuilles de type 2 pour un arbre critique uniforme de largeur l et de profondeur n.
Suppositions :
u0 = 0, v0 = 0
∀n > 0, un = lvn−1 + l− 1, vn = un−1

Démonstration :
⇒ ∀n > 2, un = lun−2 + l− 1
⇒ ∀n > 2, un + 1 = l(un−2 + 1)

⇒ ∀n > 2, un =

{
ln/2 − 1 Si n est pair
l(n−1)/2l− 1 Si n est impair

⇒ ∀n, un = ln/2 − 1
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Résultats des performances

Encadrement des performances de αβ

Le nombre de feuilles évaluées par αβ est compris entre lp/2 et lp
pour un arbre de largeur l et de profondeur p

Nombre de noeuds visités

αβ visite au minimum un nombre de noeuds de l’ordre de lp/2

Comparaison MiniMax / αβ

Au pire, αβ explore tous les noeuds de l’arbre. Au mieux, αβ peut voir
à un horizon deux fois plus lointain que MiniMax dans le même
temps.

L’ordre de développement des fils d’un noeud est primordial pour
obtenir de bonnes performances !
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Problématique du temps réel

Questions liées au choix de la profondeur de recherche

La profondeur de recherche doit être fixée avant de lancer la
recherche (L’horizon doit être équilibré sur tout l’arbre de recherche).
Comment choisir la profondeur?
 Comment garantir au joueur que l’ordinateur ne va pas passer

trop de temps à réflechir?
 Comment le garantir avec des machines différentes?
 Comment lier le temps passé à réflechir avec la profondeur

maximale de l’horizon?
 Que se passe-t-il si l’arbre n’est pas homogène (hypothèse (très)

réaliste) ?

Comment jouer au mieux dans un temps donné?

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 29/95
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Iterative Deepening
Maîtriser le temps

Idée : Étendre peu à peu l’horizon de αβ

Mais doit-on mémoriser tout l’arbre pour repartir des feuilles?

Iterative Deepening (ID)

Soit n initialisé à un horizon immédiat.
 Faire une recherche à horizon n

 S’il reste du temps, tout oublier (sauf le coup à jouer) et
incrémenter n.

Et les performances?

ID semble refaire beaucoup de fois la même chose. Est-ce pour
autant très inefficace?

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 30/95
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Iterative Deepening
Un algorithme pas si inefficace

La croissance exponentielle des arbres montre intuitivement que la
majorité des noeuds (donc de la difficulté) se situent sur les feuilles...
Développer le dernier niveau coûte le plus cher, d’autant plus si on a
un grand facteur de branchement.

Qui veut des chiffres?

Une recherche à profondeur d et facteur de branchement b coûte

1 + b+ b2 + . . .+ bd−1 + bd

Pour (d = 5, b = 10) on a 11 111 noeuds. Si on fait un ID, on aurait
développé 12 345 noeuds au total (1 pour d=1, 11 pour d=2, 111 pour
d=3, 1 111 pour d=4 …), soit 11% de noeuds supplémentaires
(seulement).

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 31/95
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Iterative Deepening
Des avantages de poids avec αβ

Avantages
 Grande souplesse dans la gestion du temps. Le programme peut

donner la meilleur valeur trouvée à n’importe quel moment.
 Couplé à αβ, ID peut même devenir plus efficace qu’un seul αβ

Comment?

αβ élague d’autant plus que les meilleurs coups sont développés en
premier. On profite donc de l’ancien αβ à profondeur n pour ordonner
les fils à profondeur n+ 1.

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 32/95
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Iterative Deepening
En pratique

Idées

Plutôt que de tout oublier après chaque relancement de ID, on va
essayer de mémoriser pour réordonner l’arbre ensuite.

Première méthode

Garder tout l’arbre de recherche en mémoire, l’ordonner à chaque
niveau puis relancer αβ directement sur le nouvel arbre optimal.

Seconde méthode

Réserver une zone mémoire pour associer à chaque plateau de jeu
déjà vu le meilleur des fils et la valeur heuristique associée (ainsi que
sa profondeur).

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 33/95
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Repérer des coups profonds

Question

Comment repérer efficacement d’éventuelles stratégies gagnantes
au delà de l’horizon?

Idée

Il faut élaguer plus encore dans αβ. On réduit la valeur heuristique à
[0, 1] pour couper plus et aller plus loin. Découper le temps T que l’on
a pour un coup en 3 :
 Chercher un coup gagnant profond par un αβ sur [0, 1]. Y passer

T/10 secondes
 Si on ne trouve pas de coups gagnant, trouver un bon coup avec

un αβ classique en 8T/10 secondes.
 Vérifier en T/10 secondes que ce coup n’est pas un coup perdant

à un horizon lointain

 Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 35/95
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un αβ classique en 8T/10 secondes.
 Vérifier en T/10 secondes que ce coup n’est pas un coup perdant

à un horizon lointain
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Exemple sur le Puissance 4

Images issues d’une applet en Java disponible sur le web.
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Problèmes à l’horizon

Inconvénients de fixer un horizon

Tous les programmes doivent fixer un horizon. Pourtant, cela entraîne
deux problèmes importants :
 Manque de clairvoyance : On ne peut prévoir un coup (même

fatal) au-delà de l’horizon
 Aveuglement volontaire : l’approche MiniMax va pousser le

programme à tout faire pour repousser un coup mauvais – mais
inévitable – au delà de l’horizon.

Deux solutions... Parmi d’autres

 Déséquilibrer l’arbre de recherche
 Utiliser uneméta-heuristique
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Atténuation d’horizons
Zoomer où l’on va aller

Idée

Une fois que l’on a fait le choix du coup à jouer, passer un peu de
temps pour voir si la fonction heuristique ne nous a pas trompé. On
va déséquilibrer l’arbre de recherche.

Deux solutions... Parmi d’autres

 Redévelopper un αβ sur la branche sélectionnée.
 Redévelopper un αβ sur la meilleure feuille visée.
 Redévelopper un αβ sur un sous-arbre intéressant
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Atténuation d’horizons
Reconsidérer la notion d’horizons

Idée

Définir l’horizon en fonction de l’intérêt des coups joués et non en
fonction du nombre de coups.

Principes

On part par exemple avec une profondeur SX = 10.p, où p est la
profondeur au sens habituel.
 Un coup « moyen » diminue SX de 10.
 Un coup intéressant (prise de pièce, échec) ne diminue SX que

de 2 ou 3.
 Un coup peu intéressant diminue beaucoup SX (de l’ordre de 35).

Résultat : les coups intéressants seront explorés plus profondément.
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Analyse des parties
Passer du temps là où il faut

Concentrer l’effort de recherche dans les zones critiques

 Si tous les débuts de partie se ressemblent, ne pas y consacrer
trop de temps (ex : jouer au hasard pour le jeu des amazones)

 Passer plus de temps au milieu de partie (ex Awalé) car les fins
de partie ne demandent pas beaucoup de temps (élagage très
efficace dans l’Awalé).

Mais seule une connaissance profonde du jeu permet d’affiner les
moments où la recherche de bon coups est la plus critique.
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Exemple sur les Amazones
Comment gérer l’ouverture?
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Analyse des parties
Passer du temps là où il faut

3 phases communes à tous les jeux

 Début de partie
 Milieu de partie
 Fin de partie

Un bon programme de jeu doit avoir un comportement
fondamentalement différent dans chacune de ces trois phases.

Encore une heuristique

Il faut donc avoir une heuristique de haut niveau permettant de
choisir entre les différentes heuristiques liées aux phases du jeu.
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Agir sur les heuristiques

On peut faire évoluer la valeur de la fonction heuristique suivant
l’avancement dans le jeu.

Exemples

 Awalé : faire des greniers en début de partie, puis simplement
compter les graines en fin de partie

 Othello : Prendre des cases stratégiques, puis compter les pions.
 …

La transition entre les différentes fonctions heuristiques doit être
douce pour que l’horizon évolue doucement.
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Début de partie : bibliothèques d’ouverture

Pour concevoir une bibliothèque, deux solutions :
 Utilisation d’un expert (recopier des ouvertures dans la

littérature).
 Construction de ses propres bibliothèques. Utile lorsque le jeu

n’a pas déjà été grandement étudié.
 Lancement d’αβ à grande profondeur (extension hors-ligne de

l’horizon des premiers coups)
 Faire jouer différentes ouvertures contre le programme lui-même

Comment stocker la bibliothèque?

 Soit sous forme d’automate
 Soit sous forme de tables de transposition

Ne pas oublier d’introduire du hasard...
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Milieu de partie

Domaine de αβ avec tous les mécanismes vus :
 Recherche de coups profond
 Iterative Deepening
 Horizon de coups intéressants
 ...
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Fin de partie

Le domaine de la puissance brute

Généralement, le jeu est très contraint. Le facteur de branchement de
l’arbre de jeu est réduit. On essaye d’aller jusqu’au bout de l’arbre de
recherche pour trouver une stratégie gagnante.

 Les heuristiques sont généralement réduites à « gagné »
« perdu ».

 Il faut penser à augmenter considérablement l’horizon.

Question

Peut-on décider si on a gagné ou perdu sans aller au bout de l’arbre?
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Fin de partie
On n’en est pas arrivé là pour perdre (1/3) ! La programmation des jeux 301

�
� �

Figure 15.12 – Effet horizon dans une finale

15.7.3 Les finales

Les finales furent longtemps le talon d’Achille des programmes d’échecs avant de
devenir un de leur point relativement fort.

Quel problème avait-on à résoudre ? Les ordinateurs sont efficaces en milieu de
partie en raison de leur formidable habileté tactique, liée à leur grande capacité de
calcul et à leurs algorithmes de recherche efficaces. Mais dans une finale, la capacité
à calculer doit être bien différente. Prenons un exemple trivial. Si nous sommes dans
une finale Roi et pion contre Roi et pion, et que la disposition des pièces est la sui-
vante : pion blanc en a2, Roi noir en g4, pion noir en h2, Roi blanc en h1 avec trait au
blanc (figure 15.12).

La partie peut être considéré comme terminée. En effet, le Roi noir ne peut em-
pêcher le pion blanc d’aller à Dame en a8 et le pion noir en h2 ne peut aller à Dame,
bloqué qu’il est par le Roi blanc en h1. C’est l’analyse que réalise immédiatement tout
joueur, même débutant. Le bon coup est évidemment a4. Mais un ordinateur raison-
nant avec un algorithme � - � à profondeur fixe va considérer les choses différemment.
Tout d’abord, il voit qu’il peut prendre le pion h2 sur le champ, et qu’en revanche s’il
ne le prend pas, il ne pourra pas le prendre au coup suivant si les noirs jouent Th3,
il y a donc manque à gagner. D’autre part, il lui faudrait analyser la position à 10
demi-coups de profondeur pour s’apercevoir que le pion blanc ne peut aller à Dame
que s’il est avancé sur le champ. Cette profondeur étant déraisonnable pour beaucoup
d’ordinateurs, il sera aveuglé par sa gloutonnerie et jouera |Rxh2|, la partie se termi-
nant alors par une nulle (le Roi noir capturera le pion blanc sans difficulté au bout de
10 demi-coups). Cet exemple nous montre la nécessité d’inclure dans le programme
des règles particulières permettant de déterminer aisément la valeur d’un pion dans
une finale sans être contraint à des analyses en profondeur trop importantes.

Un autre exemple typique de problème de finales est le suivant. On consi-
dère la position : Roi noir en f6, pion noir en g6, Roi blanc en g2,
Fou blanc en f5 Cavalier blanc en g5 et Fou blanc en h1 (figure 15.13).

Blanc joue.
Un problème d’horizon trompe Noir : il faudrait voir à 10 demi-coups.
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Un problème d’horizon trompe Noir : il faudrait voir à 10 demi-coups.
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Figure 15.14 – Reconnaissance de la finale Cavalier-Cavalier

Le programme ne peut défendre simultanément son Fou en f5 et son Cavalier
en g5. Il jouera donc � xg6, gagnant un pion avant de perdre le Fou. Il se retrouve
alors à jouer une finale Roi, Fou, Cavalier contre Roi qui est gagnante. Jusque-là
pas d’erreur. Remplaçons maintenant le Fou blanc en h1 par un Cavalier blanc(figure
15.14).

Le problème est apparemment inchangé, la meilleure solution semble encore de
jouer |Fxg6| pour gagner un pion avant de perdre une pièce. C’est d’ailleurs ce que
font tous les programmes de l’ancienne génération et nombre de joueurs d’échecs
novices. Il s’agit pourtant d’une erreur grave. En effet, la finale Roi, Cavalier, Cavalier
contre Roi est toujours nulle. Le coup correct ici est |Fd3|, pour sauver le Fou. Après
|Rxg5|, les blancs élimineront sans difficulté le pion noir restant avec leur coalition
Roi, Fou, Cavalier puis materont le Roi noir. Mais là encore, il faut savoir sacrifier le
court terme pour le long terme et surtout il faut savoir reconnaître certains types de
positions particulières.

Blanc joue et doit perdre son fou ou son cheval. Il sacrifie son fou
pour prendre le pion. La Finale est Roi, Fou, Cavalier contre Roi,
Gagnante
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Blanc joue et va faire comme précédemment. Il sacrifie son fou pour
prendre le pion. La Finale est Roi, Cavalier, Cavalier contre Roi, Nulle Il
fallait mettre son Fou en d3 !
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Fin de partie

D’autres cas pathologiques aux échecs : certaines finales imposent
un plan très précis pour faire Mat en moins de 50 coups.
Il faut savoir reconnaître des fins de parties gagnantes ou perdantes.
Il faut construire une bibliothèque de fermeture soit :
 par un expert
 par analyse rétrograde de toutes les positions finales du jeu

Question

Comment vérifier efficacement si un plateau de jeu a déjà été vu?
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Calculer ou maintenir l’heuristique?

Question

Faut-il :
 calculer la fonction heuristique entièrement à chaque feuille?

 pas de calcul heuristique aux noeuds internes de l’arbre
 faire tout le calcul à chaque feuille

 maintenir la valeur heuristique d’un plateau après chaque coups?

 calcul heuristique à chaque mouvement dans l’arbre
 aucun calcul aux feuilles de l’arbre

Exemple?
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Calculer ou maintenir, des éléments de réponse

Soient
 Tf le temps passé à calculer entièrement la fonction heuristique
 Tm le temps passé à mettre à jour la fonction heuristique après

un coup
 b le facteur de branchement de l’arbre et p sa profondeur

(rappel) : L’arbre contient bp noeuds et bp−1 feuilles. Il faut comparer
Tsol1 = Tf .b

p−1 et Tsol2 = Tm.bp. Mettre à jour est plus intéressant si

Tm.bp < Tf .b
p−1

c-a-d si
Tm <

Tf

b

ce qui peut être facilement obtenu sur certains jeux
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Coups spéciaux : Coups meurtriers

Idée

Si la valeur heuristique d’un coup chute brutalement, c’est que le coup
joué estmeurtrier.

En pratique : Une fois les coups meurtriers identifiés, les développer
en priorité dans αβ.

Problèmes

Il faut arriver à repérer d’un coup sur l’autre les coups dont la valeur
heuristique a brutalement chuté. Il faut utiliser des tables de
transpostions (comme dans Iterative Deepening).
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Utilisation d’uneméta-heuristique
Repérer les zones calmes

Idée

Si on évalue une position alors que des pièces peuvent encore être
prises, ou sont en danger immédiat, on n’a pas de bonne estimation.

Problèmes

Il faut arriver à estimer la pertinence de la fonction heuristique que
l’on avait. Cette mesure de pertinence est elle-même une heuristique.
D’où le nom deméta-heuristique.

En pratique : Tant que des pièces peuvent être prises, la fonction
heuristique va dérouler explicitement les prises les plus importantes
jusqu’au bout avant évaluation par la fonction heuristique habituelle.
C’est le seul cas où une fonction heuristique simule des coups pour
renvoyer un résultat.
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C’est le seul cas où une fonction heuristique simule des coups pour
renvoyer un résultat.
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Coups trivialement inintéressants
Heuristique de coup nul

Idée

Si un joueur peut joueur deux coups de suite et que la valeur
heuristique du damier ne change pas beaucoup, le premier coup peut
être écarté.

Problèmes :Dans certains cas, des parties (trop) importantes de
l’arbre de recherche sont élaguées.
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Apprendre avant de jouer

Idée

Commencer avec une heuristique idiote et laisser le programme
apprendre par lui-même une bonne fonction heuristique, en jouant
contre lui-même.
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Apprendre pendant le jeu

Idée

La différence entre l’estimation d’un noeud et sa vraie valeur (que l’on
découvre plus tard) sert de base à l’apprentissage.
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Résultats sur αβ

Définition

On appelle fenêtre αβ le couple [α, β] où α et β sont les deux
paramètres de la procédure αβ.

Propriété de la taille des fenêtres

Soient deux fenêtres [α1, β1] et [α2, β2] telles que α1 ≤ α2 < β2 ≤ β1,
l’algorithme αβ appelé avec [α2, β2] explore moins de noeuds que
celui appelé avec la fenêtre [α1, β1].
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αβ pour tester la valeur MiniMax

Optimalité de αβ

 αβ est optimal à ordre de parcours fixé, à un polynôme prêt.
 αβ appelé avec la fenêtre [v, v + 1] est optimal pour savoir si la

valeur de la racine est supérieure ou égale à v.

αβ avec une fenêtre d’appel [v, v + 1] peut être utilisé efficacement
pour tester la valeur MiniMax d’un arbre de jeu.

1 : Fonction Test(etat, v) ▷ Test siMiniMax(Etat) > v

2 : val← NegEchecαβ(s, v, v + 1)
3 : Retourner (val > v)
4 : Fin Fonction
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αβ avec information d’échec
Une réécriture plus informative de αβ

Idée

Remonter et exploiter les raisons de l’échec de αβ. La nouvelle
fonction va pouvoir remonter la meilleure valeur des fils quelles que
soient les valeurs initiales de α et β.

Principes

On va utiliser les raisons de l’échec éventuel de αβ pour savoir si on a
visé juste lorsqu’on fait une recherche avec une fenêtre initiale
réduite.
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Negαβ avec information d’échec

1 : Fonction NegEchecαβ(etat, α, β) ▷ Évaluation niveau AMI

2 : Si EstFeuille(etat) Alors Retourner evalue(etat)
3 : Fin Si
4 : Meilleur ← −∞
5 : Pour Tout successeur s de etat Faire
6 : val←−NegEchecαβ(s,−β,−α)
7 : Si val > Meilleur Alors
8 : Meilleur ← val ▷meilleur choix local
9 : SiMeilleur > α Alors
10 : α←Meilleur
11 : Si α ≥ β Alors RetournerMeilleur ▷ Coupe
12 : Fin Si
13 : Fin Si
14 : Fin Si
15 : Fin Pour
16 : RetournerMeilleur ▷ À la place de α
17 : Fin Fonction
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Exemple αβ avec information de coupe

-21 1 0 3 7 4 8 4 19 1 -7 4 0 3 -4 4
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Utiliser les fenêtres et NegEchecαβ

Idée

Seulement vérifier, à chaque niveau, que les meilleurs coups sont le
plus à gauche. Si ce n’est pas le cas, recalculer la nouvelle meilleure
valeur.

1 : Fonction Pαβ(etat) ▷ Évaluation niveau AMI

2 : Si EstFeuille(etat) Alors Retourner evalue(etat)
3 : Fin Si
4 : Meilleur ← −Pαβ(fils ainé de etat)
5 : Pour Tout fils cadet s de etat Faire
6 : val←−NegEchecαβ(s,−Meilleur,−(Meilleur − 1))
7 : Si val ≥Meilleur Alors
8 : Meilleur ← −NegEchecαβ(s,−∞,−val)
9 : Fin Si
10 : Fin Pour
11 : RetournerMeilleur
12 : Fin Fonction Enseirb-Matmeca  2020/2021 S8 ☼ 70/95
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Exemple de déroulement de P-αβ

-21 1 0 3 7 4 8 4 19 1 -7 4 0 3 -4 4
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Généralisation de P-αβ

Problèmes

P-αβ est asymétrique : si la bonne valeur n’est pas sur la première
branche, il va repasser beaucoup de temps à recalculer des valeurs
MiniMax.

Extension

L’algorithme suivant :
 Ne limite pas l’appel de la fonction Test aux fils les plus à gauche
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Scout, toujours

1 : Fonction Scout(etat) ▷ Évaluation niveau AMI

2 : Si EstFeuille(etat) Alors Retourner evalue(etat)
3 : Fin Si
4 : Meilleur ← −Scout(fils ainé de etat) ▷ Le premier Meilleur
5 : Pour Tout fils cadet s de etat Faire
6 : Si Non Test(s,−Meilleur − 1) Alors ▷ Fils > Meilleur?
7 : Meilleur ← −Scout(s) ▷ Nouveau Meilleur
8 : Fin Si
9 : Fin Pour
10 : RetournerMeilleur
11 : Fin Fonction
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Exemple de déroulement de Scout

-21 1 0 3 7 4 8 4 19 1 -7 4 0 3 -4 4
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Résultats de Scout

Des études ont montré

Le comportement asymptotique de Scout est identique à αβ. Dans
certains jeux, il peut lui être supérieur (jusqu’à 40% pour l’Awélé).
Scout semble adapté aux arbres profonds, avec facteur de
branchement faible.

D’autres formulations plus efficaces ont été données : PVS et
NegaScout.

NegaScout

NegaScout domine αβ : il n’explore jamais un noeud qui serait coupé
par αβ. L’inverse n’est pas vrai.
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NegaScout

1 : Fonction NegaScout(etat, α, β) ▷ Évaluation niveau AMI

2 : Si EstFeuille(etat) Alors Retourner evalue(etat)
3 : Fin Si
4 : β′ ← β
5 : Pour Tout fils s de etat Faire
6 : val← −NegaScout(s,−β′,−α)
7 : Si (α < val < β) Et Cadet(etat) Et Non EstFeuille(s) Alors
8 : α← −NegaScout(s,−β,−val) ▷ Nouvelle recherche
9 : Fin Si
10 : α← max(α, val)
11 : Si α ≥ β Alors Retourner α ▷ Coupe
12 : Fin Si
13 : β′ ← α+ 1 ▷ Nouvelle fenêtre de recherche
14 : Fin Pour
15 : Retourner α
16 : Fin Fonction
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Exemple de déroulement de NegaScout

-21 1 0 3 7 4 8 4 19 1 -7 4 0 3 -4 4
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NegaC* : Principes

NegaC* pousse encore l’idée de l’utilisation des fenêtres minimales.

Idée

Faire une recherche dichotomique de la valeur minimax de l’arbre en
utilisant le test sur les fenêtres minimales.
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NegaC*

1 : Fonction NegaC∗(etat) ▷ Évaluation niveau AMI

2 : Si EstFeuille(etat) Alors Retourner evalue(etat)
3 : Fin Si
4 : inf ← −∞
5 : sup← +∞
6 : Tant que inf ̸= sup Faire
7 : v ← [(inf + sup)/2]
8 : t← NegEchecαβ(etat, v, v + 1)
9 : Si t > v Alors
10 : inf ← t
11 : Sinon
12 : sup← t
13 : Fin Si
14 : Fin Tant que
15 : Retourner inf
16 : Fin Fonction
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Étude deαβ Architectures performantes Heuristiques αβ avec Fenêtres Conclusion

Exemple de déroulement de NegaC*
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MTD(f) : Idées

La recherche dichotomique est une bonne idée. Mais la valeur
renvoyée par NegEchecαβ peut encore permettre d’aller plus loin.
Elle va permettre d’encadrer de plus en plus précisément la valeur
MiniMax de l’arbre à chaque appel.
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MTD(f) : le code

1 : FonctionMTD(etat, f )

2 : Supp← +∞
3 : Inf ← −∞
4 : Répéter
5 : Si f = Inf Alors β ← f + 1
6 : Sinonβ ← f
7 : Fin Si
8 : f ← NegEchecαβ(etat, β − 1, β)
9 : Si f < β Alors Supp← f
10 : SinonInf ← f
11 : Fin Si
12 : Jusqu’à Supp ≥ Inf
13 : Retourner f
14 : Fin Fonction
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Exemple de déroulement deMTD(f)

-21 1 0 3 7 4 8 4 19 1 -7 4 0 3 -4 4
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Synthèse des algos avec fenêtre réduite

L’ordre est primordial !

Cette famille d’algorithmes suppose qu’un bon ordre est donné pour
le développement des fils.

PourMTD(f) on va recommencer plusieurs fois la même recherche.
Il faut impérativement utiliser les techniques de mémorisation des
meilleurs coups.
Généralement, tous ces algos utilisent une mémoire pour stocker les
espaces de jeu déjà vus, en les associant aux valeurs trouvées. C’est
la clé de leurs performances.
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Synthèse expérimentale
Sur l’Othello La programmation des jeux 283

– et en temps machine consommé16.
sur le jeu de l’Othello pour différentes profondeurs � .

� minimax Scout � - � SSS
�

1 3 – 0,37 4 – 0,45 3 – 0,36 3 – 0,36
2 14 – 1,38 21 – 2.09 13 – 1,4 11 – 1,19
3 61 – 6,0 45 – 5,0 37 – 3,9 35 – 3,7
4 349 – 32,5 246 – 23,7 150 – 14,77 95 – 10,0
5 2050 – 185,7 615 – 61,6 418 – 41,4 292 – 19,2
6 13773 – 1213,5 2680 – 254,5 1830 – 172,9 1617 – 117,3

On notera les mauvaises performances de Scout à faible profondeur (plus mauvais
que le simple minimax) et la nette supériorité de SSS

�
. Il faut cependant noter que

nous n’avons pu poursuivre les tests avec SSS
�

au-delà de la profondeur 6 pour des
raisons de place mémoire.

15.5 La pratique après la théorie

Les différents algorithmes et résultats présentés ci-dessus sont parfaitement in-
téressants mais ne sont plus utilisés aujourd’hui sous cette forme. De nombreuses
améliorations ont été apportées et il est indispensable de les connaitre pour espérer
écrire un programme performant.

15.5.1 Contrôle du temps et � - �

On doit dans la pratique s’intéresser au système de contrôle du temps. Le pro-
gramme dispose d’un temps total pour jouer l’ensemble de la partie. Il serait pos-
sible d’implanter deux techniques pour que l’ordinateur ne consomme pas trop de
temps sur un coup. On pourrait tout d’abord accorder un temps donné pour jouer
le coup et estimer la profondeur maximale que l’on peut atteindre sans dépasser ce
temps. Cette solution présente un inconvénient : il est très difficile de trouver une
fonction qui estime le temps que prendra un calcul à une profondeur donnée. On
risque de se retrouver en dépassement de temps. On préfère donc utiliser une mé-
thode un peu différente. On fait fonctionner l’algorithme � - � à un niveau minimal
(3 par exemple). On compare le temps utilisé avec le temps disponible. S’il reste du
temps, on relance la recherche au niveau 4, puis au niveau 5. . . Cette méthode (ha-
bituellement référencée sous le nom de Depth First Iterative Deepening (Korf 1985;
Slate and Atkin 1978; Marsland and Schaeffer 1990)) présente un autre avantage. On
constate aisément qu’un algorithme � - � est d’autant plus efficace qu’il évalue en pre-
mier les meilleurs coups. On profite donc du résultat de la recherche à la profondeur �
pour classer les coups et faire examiner en premier au programme les meilleurs coups
de la profondeur � lorsqu’il effectue la recherche en profondeur � � 
 .

16 Algorithmes tous réalisés en LE_LISP, utilisant la même fonction heuristique, les mêmes fonctions d’explora-
tion de l’arbre de jeu. Les temps sont sans unité.
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Fermeture des Dames

L’un des prix IJCAI’05 a été donné à Schaeffer pour avoir notamment
prouvé que l’ouverture aux dames ci-dessous n’était pas gagnante ni
perdante :
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Figure 1: The White Doctor: White to play and only draw

difficult opening, as Black begins the game with a huge po-
sitional disadvantage—so large that humans consider Black’s
best play to be to sacrifice a checker early on to relieve the
pressure. Notably, this opening was played in the decisive
game of the 1992 Tinsley–CHINOOK World Championship
match [Schaeffer, 1997].

This paper has the following contributions:

1. A new hybrid combination of best-first and depth-first
search results to the construction of minimax proof trees.
Heuristic value iteration is introduced as a means of con-
centrating search effort where it is most needed.

2. A solution to the White Doctor opening. Achieving
this result took years of computing, involving the pre-
computation of � � � � values (endgame databases), and
building the proof tree which took a further roughly � � � �
positions. This is an important first step towards weakly
solving the game of checkers.

3. The largest game-tree proof to date. This was made pos-
sible not only by our new hybrid search approach, but
also by the integration of several state-of-the-art algo-
rithms and enhancements into one coherent system.

2 Algorithm Overview
A formal proof of a game’s value can be done by depth-first
alpha-beta ( � � ) or best-first proof number search (PNS) [Al-
lis, 1994]. For the large and complex checkers search space,
neither turned out to be effective. Instead we propose a hybrid
approach of the two: heuristically guided proofs.

The proof procedure has four algorithm/data components:

1. Endgame databases (backward search). Computations
from the end of the game backward have resulted in a
database of 	 � � � � � positions ( 
 � � pieces on the board)
for which the game-theoretic value has been computed
(strongly solved).

2. Proof tree manager (search management). This compo-
nent maintains a tree of the proof in progress, traverses
it, and generates positions that need to be explored to
further the proof’s progress.

3. Proof solver (forward search). Given a position to
search, this component uses two programs, � � and PNS,
to determine the value of the position.

are randomly selected. Each starting position is played twice, with
sides switched for the second game.
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Figure 2: The checkers search space (log scale horizontally)

4. Seeding (expert input). From the human literature, a sin-
gle line of “best play” is identified. This is fed to the
proof tree manager as the initial line to explore.

Figure 2 illustrates this approach. It plots the number of
pieces on the board (vertically) versus the logarithm of the
number of positions (using data from [Chinook, 1995]; the
the widest point is with 23 pieces, � � 
 � � � 	 � positions). The
endgame database phase of the proof is the shaded area, all
positions with 10 or fewer pieces.

Seeding the proof process with an initial line of play is
critical to the prover’s performance; it is shown in Figure 2
as a sequence of solid bold lines. The line leads from the
start of the opening into the endgame databases. Seeding is
not necessary to the proof—the prover is capable of doing the
proof with no expert guidance. However, this single line of
play allows the proof process to immediately start doing work
that is likely to be relevant to the proof. Without it, we have
seen the prover spend considerable effort flailing about while
it tries to find the key lines of play.

The inner oval area in Figure 2 illustrates that only a por-
tion of the search space is relevant to the proof. Positions may
be irrelevant because they are unreachable in this opening, or
are not required for the proof. The small circles illustrate po-
sitions with more than 10 pieces for which a value has been
proven. Each of the circles represents the root of a search tree
which has been solved. For clarity, the solved subtree below
that root is not shown in the diagram.

3 Endgame Databases
Endgame databases were pioneered in chess [Thompson,
1986], and were instrumental in the success of the CHINOOK
program [Schaeffer, 1997]. Using retrograde analysis, sub-
sets of a game with a small number of pieces on the board can
be exhaustively enumerated to compute which positions are
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sitional disadvantage—so large that humans consider Black’s
best play to be to sacrifice a checker early on to relieve the
pressure. Notably, this opening was played in the decisive
game of the 1992 Tinsley–CHINOOK World Championship
match [Schaeffer, 1997].

This paper has the following contributions:

1. A new hybrid combination of best-first and depth-first
search results to the construction of minimax proof trees.
Heuristic value iteration is introduced as a means of con-
centrating search effort where it is most needed.

2. A solution to the White Doctor opening. Achieving
this result took years of computing, involving the pre-
computation of � � � � values (endgame databases), and
building the proof tree which took a further roughly � � � �
positions. This is an important first step towards weakly
solving the game of checkers.

3. The largest game-tree proof to date. This was made pos-
sible not only by our new hybrid search approach, but
also by the integration of several state-of-the-art algo-
rithms and enhancements into one coherent system.

2 Algorithm Overview
A formal proof of a game’s value can be done by depth-first
alpha-beta ( � � ) or best-first proof number search (PNS) [Al-
lis, 1994]. For the large and complex checkers search space,
neither turned out to be effective. Instead we propose a hybrid
approach of the two: heuristically guided proofs.

The proof procedure has four algorithm/data components:

1. Endgame databases (backward search). Computations
from the end of the game backward have resulted in a
database of 	 � � � � � positions ( 
 � � pieces on the board)
for which the game-theoretic value has been computed
(strongly solved).

2. Proof tree manager (search management). This compo-
nent maintains a tree of the proof in progress, traverses
it, and generates positions that need to be explored to
further the proof’s progress.

3. Proof solver (forward search). Given a position to
search, this component uses two programs, � � and PNS,
to determine the value of the position.
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4. Seeding (expert input). From the human literature, a sin-
gle line of “best play” is identified. This is fed to the
proof tree manager as the initial line to explore.

Figure 2 illustrates this approach. It plots the number of
pieces on the board (vertically) versus the logarithm of the
number of positions (using data from [Chinook, 1995]; the
the widest point is with 23 pieces, � � 
 � � � 	 � positions). The
endgame database phase of the proof is the shaded area, all
positions with 10 or fewer pieces.

Seeding the proof process with an initial line of play is
critical to the prover’s performance; it is shown in Figure 2
as a sequence of solid bold lines. The line leads from the
start of the opening into the endgame databases. Seeding is
not necessary to the proof—the prover is capable of doing the
proof with no expert guidance. However, this single line of
play allows the proof process to immediately start doing work
that is likely to be relevant to the proof. Without it, we have
seen the prover spend considerable effort flailing about while
it tries to find the key lines of play.

The inner oval area in Figure 2 illustrates that only a por-
tion of the search space is relevant to the proof. Positions may
be irrelevant because they are unreachable in this opening, or
are not required for the proof. The small circles illustrate po-
sitions with more than 10 pieces for which a value has been
proven. Each of the circles represents the root of a search tree
which has been solved. For clarity, the solved subtree below
that root is not shown in the diagram.

3 Endgame Databases
Endgame databases were pioneered in chess [Thompson,
1986], and were instrumental in the success of the CHINOOK
program [Schaeffer, 1997]. Using retrograde analysis, sub-
sets of a game with a small number of pieces on the board can
be exhaustively enumerated to compute which positions are
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Aujourd’hui les échecs

Alphazero a battu Stockfish (100-0)

en 2006 : Le champion du monde a perdu (4-2) contre Deep Fritz
 sur un dual core Xeon
 8 Millions de positions par secondes
 profondeur de 17-18 (heuristiques).
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Ce qui était vrai en 1960...
En guise de conclusion

[Samuel, 1960] « Just as it was impossible to begin the discussion of
game-playing machines without referring to the hoaxes of the past, it
is equally unthinkable to close the discussion without a diagnosis.
Programming computers to play games is but one stage in the
development of an understanding of the methods which must be
employed for the machine simulation of intellectual behavior. As we
progress in this understanding it seems reasonable to assume that
these newer techniques will be applied to real-life situations with
increasing frequency, and the effort devoted to games... will
decrease. Perhaps we have not yet reached this turning point, and we
may still have much to learn the study of games. »

Cette citation est toujours d’actualité... 55 ans après...
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