Mathématiques spé Fonctions numériques de variable réelle

Troisiéme partie

Fonction numériques de variable réelle

1 Notions liées a ’ordre "<"

1.1 Fonctions Lipschitzinnes
1.1.1 Fonction f "<Lipschitzienne de rapport k"> sur un intervalle U de R

Une fonction est Lipschitzienne si V(z,2’) € U2,

1.1.2 Contraction sur U

Une contraction sur U est une fonction Lipschitzienne sur U, de rapport k entre 0 et 1

1.1.3 Quatres formules de trigonométrie utiles

S

cos(p) + cos(q) = 2.cos(p+q).cos(%_q) cos(p) — cos(q) = —2.sin(P5L).sin(E51)

sin(p) + sin(q) = 2.sin(%).cos(%) sin(p) — sin(q) = 2.sin(Z52).cos(LE1)

&)

1.2 Le sens de variation d’une fonction f sur un intervalle U dans D;

1.3 Les bornes de ’ensemble image

Maximum local de f: Vz € [a,b] 3IM, M > f(x)
Minimum local de f: Vz € [a,b] IM, M < f(z)
Extrema locaux de f : Ce sont les maxima et minima locaux de f
Maximum absolu de f: C’est s’il existe, max f

Mimimum absolu de f : C’est s’il existe, min f

2 Limites

2.1 Limite d’une fonction f en un réel a ou en un infini

On rappelle P'unicité de la limite : [ = limg f = limg—q f ()

Quelques remarques :
— 1l n’est pas indispensable que f soit définie en a pour qu’elle y admette une limite
— Si f est définie en a et admet une limite en a, nécessairement lim, f = f(a)
— 1l se peut que f soit définie en a sans admettre de limite en a
— Si f admet en a une limite 1, cette limite (en a) est unique
— Toute fonction f définie au moins sur un intervalle ouvert U contenant a et continu en a

2.2 Limite a gauche, limite & droite
Limite a gauche :
Vec R, Ine (R)}, Ve e Df,0<a—xz<n=|f(z)-I<e
Limite a droite :
Vee R, IMeR Ve eDp,0<z—a<n=|f(x)-Il<e

Remarque : Si lim, f existe alors la limite a gauche et droite existent
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2.3 Limite 1 de f en un infini

En +oo Définition classique

Vee Ry, JA e R Ve € Dy, x> A= |f(x) -1 <e

En —oo Définition classique

Vee R}, JA R Ve € Dy,x < —A=|f(z) - | <e

2.4 Limites et opérations sur les fonctions

8 propriétés a connaitres
[HT]‘EE_"E_B D]ﬁ[[igﬂﬂeﬂ:ﬂ] AERhguauacc*+rw
(2] rtim s X 4} = [rim || iste | ]
3] [lmF sigle ]et[]ung cxiste g ];"f]lm frg Ciste 40
[limf B 2] o [limAf 24 r) sinz0.
[Iignf' Euidleny, o4 g est bomée sur U] :[lignﬁ-:g exisie 0]

@[]unf‘ iste 4 ot lim g iste g [ lim ficg Siste xf' |
a

7] VXU, g0 #0et limg H8E ¢ ot #2240 = [ limL Xiste 1
a g [l

[“Lnf USE ¢ et WxeU, g(x) =0 et lim g existe ot ¢ 20| = [ lim{ &iste £
ag £

2.5 Comparaison de deux fonctions au voisinage d’un réel a ou d’un infini

Equivalence de fonctions : Vz e U, f(z) = g(x).5(z) A lim S(z) et

r—ra
On note f ~ g, qui est une relation d’équivalence

Quelques équivalences a savoir :
— Pour un polynome, en 400 c’est équivalent au terme de plus haut degrés, en—oo c’est équivalent au

terme de plus faible degreés.
— sin(z), tan(x),In(l 4+ z),e” — 1 sont équivalents & « quand z — 0

— Une fonction est équivalente a sa limite (I # 0)

Domination d’une fonction : f(x) = g(x).7v(x) avec v(x) une fonction bornée, on note f = O(g).

Si f est dominée au voisnage de a, par une fonction g qui a une limite 0 en a alors f admet également 0 pour
limite en a.

Négligeabilité d’une fonction : f(z) = g(z).e(x) avec ¢(x) une fonction qui a pour limite 0, on note
f=o0(g).

Si f est négligeable au voisinage de a devant une fonction g bornée sur U alors f a pour limite 0 en a.
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2.6 Propriétés des limites liées a ’ordre "<"

On se rapelle des différentes FI

2.6.1 Théorémes de comparaison

. . — —
— Sif < galorssi f a +00,9 a +©
— Théoréme des gendarmes

2.6.2 Limites pour des fonctions monotones

On prend la fonction f sur |a,b[
— Si f est croissante majorée alors f admet une limite a gauche en b

Si f est croissante minorée alors f admet une limite a droite en a
Si f est décroissante minorée alors { admet une limite a gauche en b
Si f est décroissante majorée alors { admet une limite a droite en a

3 Continuité

3.1 Continuité d’une fonction en un point a ou sur un intervalle U
Continuité a gauche et a droite

Tl est indispensable de vérifier la limite & gauche qui doit étre égale a f(a) et la limite & droite qui doit aussi
étre égale a f(a)

F est continue en a donc f est continue & gauche et a droite en a

3.1.1 Fonction continu sur un intervalle U

C’est & dire une fonction continue en tout réel a de U mais aussi continue sur les bornes de U, & droite pour
la borne inf et & gauche pour la borne sup

On peut voir la continuité d’une fonction si I’on peut tracer la courbe sans jamais lever le stylo.

3.1.2 Prolongement par continuité d’une application

Si lim 22k [, 1 étant un réel, on dit que f est "prolongeable par continuité & £ U a"
r—a
Le prolongement par continuité de f étant 'application [ : FUa — Ret x — f(z) = f(z)siz € Eet f(a) =1

3.2 Continuité et suites numériques
3.2.1 Relation avec les suites

Si f est continue en 1 alors la suite v, de terme général v,, = f(u,) converge vers f(I)

3.2.2 Le cas des fonctions Lipschitziennes

Toute fonction f définie et lipschitizienne sur un intervalle U est continue sur U

Toute fonction f définie et contractante sur un intervalle fermé [a,b] qu’elle stabilise, admet dans [a,b] un
point fixe unique

3.3 Les théorémes des valeurs intermédiaires et de la bijection
Ennoncé 1 (TVI) Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b] alors
Vy € [f(a), f(b)], 36 € [a,b],y = f(0)

Quelques propriétés
— si U est un intervalle fermé, alors f(U) est un intervalle fermé
— si U est un intervalle oouvert et si f est strictement monotone sur U alors f(U) est un intervalle ouvert
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Ennoncé 1 (Théoréme de la bijection) Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur
U définit une bijection sur f(U)

1

On notera que le sens de variation de g~ " est identique a celle de g

3.4 Fonctions obtenues par opérations sur des fonctions continues

Propriétés : f et g sont 2 fonctions simultanément continues sur un méme intervalle U
— af + bg est continue sur U

— f.g et f™ est continue sur U

- 5, 5 et ¢g" sont continues sur U
Propriétés :

— Si f est continue sur U et g sur V! alors gof est continue sur U
— Si f est continue sur U tel que U soit stable par f alors l'itéré de f est continue sur U

4 Dérivabilité

4.1 La dérivabilité en un point

4.1.1 Fonction f dérivable en x

f(xzo+h)—f(xo0)
h

Une fonction f est dérivable en () si lim

= azo = ['(x0), appelé nombre dérivé de f en xq
h—0 /

4.1.2 Fonction f dérivable a gauche et a droite en zg

Fonction f définie au moins sur un intervalle U et vérifiant pour tout réel h ’existance de la limite 4.1.1 avec
h = 0% (a droite) et h = 0~ (& gauche)

4.1.3 La non dérivabilité

— Dlinexistance de 'une des limites unilatérales

— l'une des limites unilatérales est un infini

— les nombres dérives de £ a gauche et a droite sont distincts (On parle de point anguleux, 14 ot les 2 demis
tangentes sont distinctes)

4.1.4 Equation de la tangente 4 Cpau point My(zo, f(z0))

Lorsque f est dérivable en xzy de nombre dérivé a,g, ’équation est

Y = Gz0-T — Agz0-To + f(x0)

Lorsque la dérivabilité du coté et prouvé, la demi tangente correspondante a pour équation
Y = 030.d/g-T — Ga=20.d/g-L0 + f(xO)

4.1.5 Lien avec la continuité

f est dérivable en x¢y = f est continue en z
4.1.6 La différentiabilité en z,

Une fonction est différentiable en x si il existe une fonction df,(h) autrement dit

Afzo(h) = f(xo + h) — f(z0) = f'(w0) + o(h) = dfeo(h) + o(h)

avec dfzo : h — f'(xo).h

Equivalence dérivabilité < différentiabilité en un z,

f est dérivable en zg de nombre dérivé a,g de nombre dérivé a,q < f est différentiable en xq

1. flu)CV
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4.2 La dérivabilité sur un intervalle
4.2.1 Fonction dérivable sur un intervalle U

Fonction f définie sur U qui est
— dérivable en tout réel x de U autre qu’une borne de U
— dérivable du coté de I'intérieur de U en toute borne de U qui appartient & U

4.2.2 Recherche d’extrema locaux de f sur un intervalle |a,b|

Ces sont les solutions de f’(x)=0

4.2.3 Le théoréme de ROLLE
Si f est continue sur [a,b], dérivable sur |a,b], telle que f(a)=f(b) alors 3¢ €|a, b[. /() =0

4.2.4 le théoréme des accroissement finis (TAF)

Si f est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[ alors, 3¢ €|a, b[, [/(v) = M’f);/l“” 2

™
- 'Zf
T

Conséquences du TAF :|f(b) — f(a)| < M.|b— a| alors f est M-lipschitzienne sur |a,b|

4.2.5 Le théoréme de dérivabilité aux bornes
existe

— Soit f une fonction dérivable sur |xg — «, x| continue sur |xg — «, zo[ et lim f/'(z) === [ alors f est
Tr—xQ
dérivable & gauche en z( et ,/'(//(,1'(,\) =]
— Meéme principe & droite avec U'intervalle [zg, 2o + «f
— Sifest:

— Prolongeable par continuité a E U {a}
— Dérivable sur le ou les intervalles ouverts inclus dans E, dont a est une borne

existe

— Telle que lim f'(z)
T—a

Alors le prolongement continu f de f est dérivable en a et f/ (a) =13

2. ROLLE étendu
3. (f7) =TI, flof*
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4.3 Dérivations successives

4.3.1 Dérivée d’ordre n de fonctions obtenues par opérations sur des fonctions dérivables

Classe C*(U) : C’est I’ensemble des fonctions k fois dérivables, telles que leur dérivée d’ordre k, f(k) soit
continue sur U

Classe C*°(U) : C’est ’ensemble des fonctions définies sur U, & valeurs réelles qui sont dérivables sur U &
tout ordre

4.4 Reégles de ’Hopital

! 1
hmi *hmf— = hmf—u
g g’

5 Développements limités

5.1 Construction du DL, (z,) d’une fonction de classe C" sur un voisinage de z

Formule de Taylor avec reste de Young : le DL, (x¢) de f s’exprime par :

f admet un DL, (zq) si
— lim f(z) = ao

Tr—rTo
— Si de plus f est dérivable en xg et vérifie f'(x¢) = a1

5.2 DL,(0) d’une fonction paire ou impaire

Si f est impaire alors il ne reste que les puissances impaires de x.

S f est paire alors il ne reste que les puissances paires de x.

5.3 Les développements limités & connaitre

Base - IL+x+22+23+2"+o(z")
-x remplace x o l—z+2?—23+.. .+ (- 1)”+0( D)

Primitive du précédent | In(1+ x) x — “‘2—2 + % H o (D) 4oo(2)

a® remplace x dans - e -2 +2"— .+ (-2 eI o(x")
Primitive du précédent | Arctan(z) | « — % + %5 — (=) m;:ll + o(z*" )
Base e* 1+33+ 2.+3;+ + T +o(z")

Partie paire ch(x) 1 —|— r —|— Tttt 5 (gn)l +0( )
Partie Impaire | sh(z) 1+ 2 3, Stz £l et (2n+1)‘ +0( et
= ch(iz) cos(z) 1- 2, + R G O (Qn)u +o(z?")
= sh(ix) sin(z) |z — 4 + 2 — 4 (=1)" é:i:). +o(z*" 1)
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5.4 Applications

Calcul d’un équivalent de fonction en un point.
Calcul d’une limite en un point.

Approximation d’une fonction en une valeur.
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