Mouvements, changements de

coordonneées
= Repere affine
= Coordonnées d'un point P, d'un vecteur v
= Changement de coordonnées
= Cas d'un point
= Cas d'un vecteur
= Systeme de coordonnées homogenes

= Matrice de transformation homogene
= Transformations élementaires

= Succession de transformations

= Transformations / repere quelcongque

= exercices



Repere Affine [O,R. ={ x,y,z} ]

= Repere Affine [coordinate frame ]
- Systéme d'axes R = {x.y.z }

= Muni d'une origine O,

/ Y
O, > X.




Coordonnées d'un point P

= Point P
= Point dans l'espace

/ Y
O, > X

®p




Coordonnées d'un point P

= Vecteur OiP

= Vecteur reliant
= L'origine Oi du repere |

= Au point P




Coordonnées d'un point P

= On peut écrire de facon unique :

" OP=Xx.p.tY,. Pyt Zi- P,

" Pyis Pyis Py localisent P dans le repere Oi { Xiy Vi zi}

yI’
= Ce sont les coordonnées de P dans le repere i



Coordonnées d'un point P

Dy
* Le vecteur colonne :  'P=p'= p

IpziI

Représente le ( et est appelée )
= vecteur des coordonnées du point P dans le repere i

. Pxi o
P'=p,<0,P=X.p,+¥;.p,+Z.p,
pzi




Coordonnées d'un vecteur v

= Soit v un vecteur, tel que

-

V=X;.VyT Y.V, TZ,.V,

Xi

= La quantité 'v=y .| représente le vecteur des

Vi

71
I

coordonnées du vecteur v dans le repere |



Coordonnees d'un point P

= Les coordonnees du point P, dans le
repere I, d'origine Oi sont aussi les
coordonnees du vecteur OP,

exprimees dans le repere i

Y




Changement de coordonnées

= 2 reperes affines, et un point P
* Repérei :0,, {xi,yi,zi}

* Repérek :0,, {xk,yk,zk}
Yi



Changement de coordonnées

* OBJECTIF : Exprimer 'P =f (*P)

pxk "
D= O, P

IpzkI




= Phase 1 : loli de Chasles

—— ——

0.P=0,0,+0,0,

OiP:)_(;‘pxk_l_y;(‘pyk+Z<'pzk+OiOk°1




Cas d'un Point : P' = f(P¥) = 2...

= Phase 2 . Expression dans le repere i

lOiP:l)_(;‘pxk_l_ly;('pyk_'_lZ(’pzk_l_lOiOk'1

P | .
P='x.'y:, 2 p, +'0. 1='R,.'P+O,
R Pu

“p
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Cas d'un vecteur

= EXxpression de v dans le repere |,
connaissant v dans le repere k

i»  i— i—
V=X,.V,, T yk.vyk+ Z,..V,

= Ecriture matricielle

vxk

I |i I I _iR k
iRk |VZk|
— —



coordonnées homogenes

= Unification des changements de coordonnées

= Pour les points P (avec chgt d'origine)
= Pour les vecteurs v ( sans chgt d'origine)

= Les deux équations fondamentales
= Point P
'P='R,.“P+'0, .1

= Vecteur v

iv:iRk.kv+iOk.O



Construction, phase 1

= Factorisation a droite des équations
= Point P

. . k . . | IkPI
P='R.'P+'0,.1='R, 0, |
= Vecteur V '-k :
I I k I I I 1%
v="R,.*v+'0,.0="R, 'O, . k

= A gauche du produit :méme matrice en facteur

= A droite du produit, seule la 4éme ligne différe :

= Le 1 indique un point P
= Le O indique un vecteur v



Construction, phase 2

= On Iinvente un systeme de coordonnéees
homogenes, a 4 dimensions

= Point P : codé avec un 1 en ligne 4, on obtient
l-P le lok kP
1, o000 1 1

= Vecteur v : code avec un 0 en ligne 4, on obtient
|. [ ' i i ! |k [
0 000 1 0




Matrice de transformation

homogene, propriéte
= La matrice de transformation homogene du repere |
vers le repere k, notée ITk , est définie par :

7= R O_X Y 7 00
000 1 0 0 0 1

= Pour tout point P = Pour tout vecteur v
Ii | Ik | Ii | . Ik |
P:iT . P vlek. 1%
1 0 0




= 1- changements de reperes <=> multiplication

Ym:'T,='T_ ."T,

= 2- Changement de repere inverse

Vi:T=Id, kwl

NE PAS EMPLOYER
SOUS CETTE FORME



Inverse , cas général

= Deétall de La matrice de transformation inverse

0 0 0 1

= Ne jamais employer cette forme(bis)

= (couteux) Calcul d'inverse dans R3*°
= Non conservation de la distance euclidienne



Inverse, cas orthogonal

= On se limite au cas ou ’Rk est orthogonale

<= R =R




Produit scalaire (dot product)

= Soit un repere / dont les axes x,y,z. sont

= Orthogonaux entre eux
= De longueur unite

= Alors, pour tous vecteurs v, w,
e produit scalaire euclidien v.w

neut étre calculé depuis les coordonnées v, 'w
, par:

. 1T .
- —>_1 1 _
V.W—IV‘ ° W_VXI°WX1—|_Vyl.Wyl—|—VZl.WZl



Produit scalaire (dot product)

= Notions fondamentales
= Longueur (norme euclidienne)

T [ ]
|
° V_inovxi | Vyl.Vyl | Vzi.Vzi

T N N

| =v.v="v



Base orthonormeée

= QUESTION : Comment reperer une Base ortho-
normee,

Xis YisZy
= depuis les coordonnées ?

Ir —

X ,i[)_’l],i[fl]

* REPONSE(S) :
* Normee <=> I[Z(]Tl[)_(;

= Orthogonale <=> i[?{}]T.i[)_/;:ZO,...



Base orthonormeée

QUESTION Comment repérer une Base ortho-
normée, X,,V,,Z,

. Dlrectement depuis la matrice

l Xi> Yio Zy

= 3 REPONSES EQUIVALENTES :
« 'R, EST ORTHOGONALE : ‘R,

T .

‘R, .'R,=1d, "Rk.[I'JR,JT:Ia‘!3



Type des transformations

retenues :

= Les matrices de transformations homogenes
iIntéressantes en robotique emploient des matrices

R, orthogonales :
iRk iOk
000 1

= Cela correspond a employer uniguement des
changements de reperes qui ne modifient ni la
longueur, ni I'orthogonalite(* ni le sens) des axes

= Translations , rotations
= Symetries (* det(le)=1 )



Succession de transformations

= Modele géomeétrique d'un robot
= Passage du repéere 0 ( world) au repére n ( outil) OTn
- Passage du repére n ( outil) au repere 0,(world) "T,

= Calcul par série de transformations élémentaires

Du repére 0 au repére 1 :°T,

Du repére 1 au repére 2 :'T,

Du repére 0 au repére n :°T =°T . 'T ... "'T

Du repére n au repére 0 :"T =[°T %



4 (ou 2)transformations

elementaires
Translation ~ Rotation / x |
c —s 0 O
i s ¢ 0 O
T. =
0 0 1 O
.O O O 1|
e’ d. 010,
't — -0 € 1_%‘) iT — Y
E—IIFL+11 ()_Ss 0 Cc % 10 0 1 2z
.PO 0 0 OO ]1 .O O 0 1

Rotation / y | Rotation / z



Transformation par rapport

a un repere quelconque

= Transformation ITi+1

= Bien adaptée pour décrire des Tr. / au repere |
= EX: trans / xi,yi,zi , rot / Xi,yi,zi
= Mal adaptée pour décrire des Tr. / a un autre
repere
= Ex: trans / xk,yk,zk , rot / xk,yk,zk

= Analyse (transformation semblable):

= Soit Tsimple . la Tr. exprimée dans le repere k

_ i ke _
Alors : Ti+1 — Tk - Tsimple ' Ti - Tcompliquée



Transformation par rapport

a un repere quelconque

= Calcul direct par multiplication a gauche :

Koo _ k
Ti+1 B Tsimple o
= Demonstration (inversion de causalite)
ke _Kk | _k | k
Ti+1 - Ti | Ti+1] - Ti ' 'Tsimple ' i]

= Application principale : k=0, (world frame)

= Rot /x0,y0,z0 : Multiplier a gauche par T (# iTi+1)

* Rot /xi,yi,zi : Multiplier a droite par T (='T_ . )






2-Rot _ : Rotation /z
2,0

- Rotation autour de l'axe O.,Z, : sens + de X, vers y.
Zy—1;
X, =X..cos(0)+y..sin(0)

—

y.=X..—sin(0)+y..cos(0)

c —s 0 O
iTk: s ¢ 0 0
0O O 1 O
.O 0 0 1



0

- Rotation autour de l'axe O, X, : sens + de y,vers Z,

3-Rotx - Rotation /x

%=%
y.=y..cos(0)+z.sin(0)

-_ @ —

Z,=y,.—sin(0)+z..cos(0)
0

0

i cC —S
T =

: S
0

S 0
===

o0 O -



4-Rot o Rotation Iy

» Rotation autour de l'axe O, y.: sens + de Z, Vers X,
Yir—JYi
Z,=Z7,.cos(0)+X,.sin(0)

—_

X,=Z,.—sin(0)+Xx..cos(0)

c 0 s O
iTk: 0 1 _O 0
s 0 c O
.O 0O O 1|




4-1Matrice anti-symetrique S

S

= Soient 2 vecteurs d,b , et leur produit vectoriel

—=axb
= EXxpression dans un repere k (orthonorme direct) ;
<=> multlpllcatlon a gauche par la matrlce S( a)

) ka b _Clzk b ) k_»
C=Cp|= azk'bxk_axk'bzk = S("a) _lj

- matrice 3X3 3X1
.CZk. Iaxk’byk ayk'bxkI

avec 0 —a, ay
k> __
S(a)_ azk 0 _axk
a, 0




4-2 Rotation autour d'un axe quelconque

Formule de Rodrigues

= On peut representer une rotation vectorielle d'un angle 6
autour d'un axe de vecteur unitaire u”, par le vecteur u-o

W,
o~
— S

w=v,.cos(8)+v,.sin(6)+v

v.=u.[u'.v]=|u.u"].v

v.=v—v,=[Id—u.u'].v

>
vy=u><vX:u><v=s(u).v > Yy
Raisonnement sur les coordonnées dans un
repere k, non précisé pour simplifier la lecture )
1 . - Mg 1] —»
= Formule d'Olindes Rodrigues westlimagedev

par la rotation autour de u

w=|uu".(1—cos(0))+1Id,,,.cos(0)+S(u).sin(0)]. v

e B

. . k . - N
matrice de rotation "R, exprimée dans le repere k



4-2 Rotation autour d'un axe quelconque

Formules
= u=f(R): rotm2axang, get_u (attention pour 0°,180°)

O=acos

(R11+R22+R33_1)
2
<R32_R23)

= 2sin(0)
- :<R13_R31)
> 2sin(0)

<R21_R12)

2sin(0)

Uz —

= R=f(U) . axang2rotm, get _rot_u(pas de restriction)

wz[u.uT.(l—cos(0))+Id3x3.cos(8)+S(u).sin(t9)].v

e B

0 ¢ k g , <
matrice de rotation R, exprimée dans le repere k



Exercice 1 :Calcul formel

= Ecrire et tester les fonctions elementaires : rotx(theta) ,
roty(theta) , rotz(theta) , trans(x,y,z) , getO(T) , getR(T) ,
INVT(T) [ guide de survie : aide_maxima.mac]

/* exemple 1: fonction rotx */ /* exemple 2 : inverse de Tij*/

rotx(th) :=matrix( invT(Tij) :=block(
[1, O , 0 ,01, [ Rji , 0ji, Tji ],
[0,cos(th),-sin(th),0], Rji:transpose(submatrix(4,Tij,4)),
[0,sin(th), cos(th),0], Oji:-Rji.submatrix(4,Tij,1,2,3),
[0, O , 0 , 1] Tji:addcol(Rji,0ji),

) $ Tji:addrow(Tji,[0,0,0,1])

TOl:rotx(thl);T12:rotx(th2);
T02:TO1.T12;T20:1invT(T0O2);/* point = mult matricielle, non commutative*/
print(T02);print(T20);



Exercice 1 bis :Calcul formel

octave | matlab

Ecrire et tester les fonctions : get_rot_x, get rot_y,

get rot_z,get rot_u,get trans() , get O(T) , getR(T),
[ guide de survie : aide_octave.m|

function T=get rot x(t rad) function Tji=get InvT(T1ij)
c=cos(t rad); s=sin(t rad); Oij=get 0(1:3,4);
T=[[ 1, 0, 0,0] Rij=Tij(1:3,1:3);
[ 0, ¢c,-5,0] Rji=Rij'; 0ji=-Rji*0ij;
[ 0, s, c,0] Tji=[[ Rji,0ji];[0,0,0,1 ] I;
[ 0, 0, 0,1]1]; end
end

thl =2; syms th2 ux uy uz; % syms necessite le paquet symbolic
TOl=get rot x(thl);u=[ux;uy;uz];Tl2=get rot u(u,th2);
TO2=TO1*T12;T20=get InvT(TO2);

disp(T02);disp(T20);



Exercice 2: angles d'Euler(Z-X-2)

= Les angles d'Euler ¢, 6, spécifient une
rotation , comme suit :

= Passage du repere 0 au repere 1 par une rotation
d'angle ¢ autour de z0

= Passage du repere 1 au repere 2 par une rotation
d'angle 6 autour de x1

= Passage du repere 2 au repere 3 par une rotation
d'angle 1 autour de z2

= Ecrire les matrices de transformations homogenes
correspondantes (choisir une notation appropriee)

= En deduire I'expression de °T,
( calcul avec maxima, matlab/octave)



Exercice 3: roulis-tangage-lacet

= Les angles de roulis ¢, tangage 0, lacet
specifient une rotation , comme suit :

= Passage du repere 0 au repere 1 par une rotation
d'angle 1 autour de xO0 ( lacet, ou yaw)

= Passage du repere 1 au repere 2 par une rotation
d'angle 6 autour de y0 ( tangage, ou pitch)

= Passage du repere 2 au repere 3 par une rotation
d'angle ¢ autour de zO ( roulis, ou roll)

= Ecrire les matrices de transformations homogenes
correspondantes (choisir une notation appropriee)

= En deduire I'expression de °T,
( calcul avec maxima)



Exercice 4 : MGD robot scara

= Ecrire I(d)es matrices de
transformations elémentaires W

permettant de passer

= du repere 0 (world )

= Au repere f (effecteur)
f
= Préciser les variables / const
- En déduire I'expression de °T,
( calcul maxima/octave)
s . ’ . \ P X0
= En déduire les equations a verifier pour que

= |'effecteur du robot soit situé sur I'axe x0, a 1m de
I'origine du robot, et a une hauteur h=0m



	Diapo 1
	Diapo 2
	Diapo 3
	Diapo 4
	Diapo 5
	Diapo 6
	Diapo 7
	Diapo 8
	Diapo 9
	Diapo 10
	Diapo 11
	Diapo 12
	Diapo 13
	Diapo 14
	Diapo 15
	Diapo 16
	Diapo 17
	Diapo 18
	Diapo 19
	Diapo 20
	Diapo 21
	Diapo 22
	Diapo 23
	Diapo 24
	Diapo 25
	Diapo 26
	Diapo 27
	Diapo 28
	Diapo 29
	Diapo 30
	Diapo 31
	Diapo 32
	Diapo 33
	Diapo 34
	Diapo 35
	Diapo 36
	Diapo 37
	Diapo 38
	Diapo 39
	Diapo 40
	Diapo 41
	Diapo 42
	Diapo 43

